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Abstract

Outliers are observations where the point of observation deviates from the data pattern. The
existence of outliers in the data can cause irregularities in the results of data analysis. One of
the solution to solve this problem is to use statistical approach. The aim of this research is to
detect outlier using the Minimum Vector Variance (MVV) algorithm. In this algorithm, the
data sorting criteria is changed using the Robust Depth Mahalanobis. The results obtained in
this study indicate that the outliers distance value and the location of the outliers in the plot are
different for each ordering modification using the three methods namely RDMMVV (Robust
Depth Mahalanobis MVV), DMMVYV (Depth Mahalanobis MVV), and MMVV (Mahalanobis
MVV) methods.
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Abstrak

Pencilan merupakan suatu pengamatan yang titik pengamatannya menyimpang dari pola data.
Keberadaan pencilan pada data dapat mengakibatkan penyimpangan terhadap hasil analisis
data. Salah satu solusi untuk permasalahan tersebut adalah dengan pendeteksian pencilan
menggunakan pendekatan statistik. Tujuan dalam penelitian ini adalah mendeteksi pencilan
menggunakan algoritma Minimum Vector Variance (MVV). Dalam algoritma ini, dilakukan
perubahan kriteria pengurutan data menggunakan Robust Depth Mahalanobis. Hasil yang
diperoleh dalam penelitian ini menunjukkan bahwa nilai jarak pencilan serta letak pencilan
dalam plot berbeda untuk setiap modifikasi pengurutan menggunakan ketiga metode yaitu
metode RDMMVV (Robust Depth Mahalanobis MVV), DMMVV (Depth Mahalanobis
MVV), dan MMVV (Mahalanobis MVV).
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1. PENDAHULUAN

Pencilan merupakan suatu pengamatan yang jarak titik pengamatannya relatif jauh dari
pusat data dan titik pengamatannya menyimpang dari pola data [2]. Menurut [15]
mengidentifikasi pencilan pada data multivariat lebih kompleks dibanding pada data univariat,
karena outlier pada multivariat berada dalam ruang n-dimensi. Pada umumnya, outlier dapat
terjadi karena kesalahan manusia, kesalahan instrumen, perilaku curang, perubahan perilaku
sistem atau kesalahan sistem, dan penyimpangan alami di dalam populasi. Keberadaan pencilan
pada data dapat mengakibatkan penyimpangan terhadap hasil analisis data dan menyebabkan
ketidak akuratan hasil analisis dalam penelitian, oleh karena itu salah satu solusinya adalah
dengan mendeteksi adanya pencilan pada data [7]. Konsep dasar dalam pendeteksian outlier pada
data multivariat adalah dengan mengukur jarak setiap titik ke pusat datanya [8]. Titik sampel
dikatakan pencilan jika memiliki nilai jarak yang relatif lebih besar dibanding mayoritas sampel
yang lain.

Beberapa metode yang digunakan untuk mendeteksi pencilan diantaranya adalah
menggunakan Jarak Mahalanobis dan metode Minimum Covariance Determinan (MCD). Metode
Jarak Mahalanobis adalah suatu metode yang menggunakan vektor rata-rata dan matriks varians
kovarians [17]. Metode Minimum Covariance Determinan (MCD) digunakan untuk mendeteksi
pencilan berdasarkan nilai determinan matriks varians-covarians. Prinsip metode MCD adalah
mendapatkan subhimpunan dari keseluruhan pengamatan yang matriks varians-kovariansnya
memiliki determinan terkecil diantara semua kombinasi kemungkinan data. Pendeteksian
pencilan dengan metode MCD dilakukan berdasarkan jarak robust dan nilai cut-offnya [4],
algoritma Fast Minimum Covariance Determinant (FMCD) merupakan pengembangan dari
metode MCD, ide dasarnya menggunakan teknik MCD dengan menggunakan iterasi yang selektif
(selective iteration). Untuk data yang kecil MCD dapat ditentukan dengan eksak oleh FMCD.
Sedangkan, untuk data yang besar FMCD akan memberikan kesimpulan yang sangat akurat pada
data yang memuat h atau lebih observasi [16], dan metode Minimum Vector Variance (MVV)
merupakan modifikasi algoritma FMCD dengan menggunakan ukuran Vector Variance (VV)
yang minimum [10].

MVV merupakan metode robust terhadap pencilan dibandingkan dengan metode lainnya
yang telah disebutkan sebelumnya, karena memiliki beberapa keunggulan yaitu nilai breakdown
point yang tinggi, bersifat affine equavariance, dan efisiensi komputasi dengan tingkat
kompleksifitas yang rendah. Kriteria pengurutan metode MVV menggunakan jarak Mahalanobis
menggunakan vektor mean sampel dan matriks variansi kovariansi sampel [10]. Salah satu
keunggulan MVV dibanding FMCD adalah metode MVV dapat digunakan pada data dengan
determinan sama dengan nol karena tidak terpengaruh oleh nilai varians/kovarians yang sama
dengan nol [11]. Beberapa peneliti yang menggunakan MVV diantaranya adalah [1]
menggunakan MVV dengan pembobot reweighted, menghasilkan skema reweighted yang mampu
mempertahankan breakdown point 0,5 dan mencapai efisiensi yang lebih tinggi pada distribusi
normal, [12] menerapkan Robust Principal Componen Analisys untuk mereduksi data yang telah
dianalisis menggunakan metode MVV, [20] menggunakan T? Hotteling pada MVV dan
menghasilkan penelitian yang menunjukkan bahwa peta kendali MVV memiliki Kinerja
kompetitif relatif terhadap diagram kontrol, [7] menggunakan metode MVV dengan
mengkontaminasi data dengan pencilan untuk melihat keakuratan metode MVV.
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Kriteria jarak Mahalanobis merupakan salah satu metode untuk mengukur atau menghitung
jarak tiap observasi terhadap pusat datanya [14]. Sedangkan, kriteria depth adalah gagasan
tentang kedalaman data yang dikemukakan oleh Tukey pada tahun 1975 sebagai alat grafis untuk
memvisualisasikan kumpulan data bivariat dan sejak itu diperluas ke kasus multivariat [18].
Kedalaman titik relatif terhadap kumpulan data mengukur seberapa dalam titik itu berada di
dalam sebaran data. Konsep Depth dalam data merupakan Kriteria baru dalam mengurutkan data
multivariat. Peneliti [5] dalam tulisannya telah menyatakan bahwa kuadrat jarak mahalanobis
dapat dinyatakn bukan dalam bentuk invers matriks varians kovarians, tetapi dalam bentuk
kriteria baru menggunakan Depth. Menurut [21] perhitungan komputasi menggunakan jarak
Mahalanobis akan mengalami kendala jika jumlah sampel mencapai ratusan atau ribuan.
Penelitian lainnya mengatakan bahwa jarak Mahalanobis dapat dimodifikasi menggunakan
statistical depth function menjadi robust depth Mahalanobis yang dapat memberikan hasil affine
invarian lebih baik daripada jarak Mahalanobis [6]. Selain itu, penelitian terdahulu yang
menerapkan fungsi depth pada jarak Mahalanobis diantaranya adalah [22] menghasilkan sifat-
sifat yang lebih baik dibanding Mahalanobis, sedangkan [19] menerapkan fungsi depth pada
bagan kendali dengan menggunakan Kriteria Vector Variansi.

Berdasarkan beberapa penelitian tersebut, peneliti tertarik untuk mengubah kriteria
pengurutan dalam algoritma Minimum Vector Variance dengan menggunakan fungsi Depth dan
Jarak Mahalanobis untuk pelabelan pencilan pada data multivariat.

2. METODE PENELITIAN

2.1 Jarak Mahalanobis
Jarak Mahalanobis merupakan generalisiasi dari Jarak Euclid yang distandarisasi, selain itu
jarak ini dapat mengatasi masalah perbedaan skala dalam data dan mempertimbangakan korelasi
antar peubah. Pada metode ini juga didefinisikan sebagai jarak dua titik yang melibatkan
kovarians atau korelasi antar peubah [3].
Jarak mahalanobis merupakan metode untuk mendeteksi pencilan pada data multivariat.
Jarak mahalanobis diperoleh dengan menghitung jarak tiap observasi terhadap pusat datanya.
Kuadrat jarak mahalanobis dihitung dengan rumusan [14] yang didefinisikan dengan persamaan
berikut:
dip= (x; — %) '871(x; — %) > X;,(l—a) 1)
Dimana
d%,= kuadrat jarak pengamatan ke- i
x; = nilai pengamatan ke- i
X = vektor rata-rata dari pengamatan
S~1=invers matriks variansi kovariansi sampel

2.2 Fungsi Depth

Fungsi Depth merupakan gagasan baru yang dikembangkan secara intensif dalam dekade
terakhir di bidang statistik non parametrik, geometri komputasi, aljabar, dan ilmu komputer.
Fungsi Depth terkait erat dengan pengurutan data multivariat, estimasi robust, dan deteksi outlier.
Salah satu yang paling banyak digunakan dalam statistik dan bidang terkait adalah Mahalanobis
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Depth. Secara teoritis, fungsi depth tersebut dibangun agar memiliki fungsi yang lebih baik dan
efisien secara komputasi. Praktis, peran fungsi kedalaman dalam aplikasi semakin luas dan luas.
Dalam penelitian ini, versi sampel kedalaman mahalanobis didefinisikan sebagai berikut [22]:
Misal X;,X,, ..., X, adalah sampel acak dari distribusi normal multivariat. Persamaan untuk
vektor rata-rata sampel (X) dan matriks variansi kovarians sampel (S) adalah sebagai berikut:

X= %ZieH X; @)
S == Yien(X; — X)(X; — D)t @3)

Versi sampel untuk Mahalanobis Depth dari X; dapat ditulis sebagai berikut [6]:

1
MD; = 1+(X;-X)tS~1( X;—X) (4)

Persamaan tersebut digunakan untuk mengukur seberapa dalam X terhadap sampel acak
X1, X3, ..., X, Semakin besar nilai MD; semakin dekat titik X ke pusat X.

2.3 Robust Depth Mahalanobis

Robust Depth Mahalanobis merupakan pengembangan dari Depth Mahalanobis. Dalam
literatur, misalnya [9], [13], [16], dan [10] persamaan jarak dihitung berdasarkan definisinya.
Jadi, untuk jarak mahalanobis dan depth mahalanobis dibutuhkan inversi matriks kovarian
sampel S untuk menghitungnya. Ini adalah perhitungan yang memakan waktu terutama untuk
kumpulan data berdimensi tinggi. Kompleksitas komputasinya dalam hal jumlah operasi dalam
algoritmanya termasuk tinggi. [6] mendefinisikan ulang depth Mahalanobis dengan
memperkenalkan fungsi depth yang baru sebagai berikut:

1. Persamaan ini setara dengan depth Mahalanobis dalam artian bahwa dapat memberikan
urutan multivariat yang sama, yaitu urutan titik pusat-output yang sama yang dijelaskan
oleh poin kedua dan ketiga dalam Definisi. 1 [13];

2. Perhitungannya tidak terlalu rumit dibandingkan dengan depth Mahalanobis.

Definisi baru depth Mahalanobis atau robust depth Mahalanobis akan dirumuskan
menggunakan determinan dari matriks yang dipartisi, sebagai berikut:

Misal X;,X,,...,X,, adalah sampel acak dari distribusi p-variate, dengan Kkriteria
pengurutan data sebagai berikut:

1 (X —X)*

Mi=<lw-n s ©

M; merupakan matriks dengan ukuran (p +1) X (p+1) dengan X;;i=12,..,n dan S
merupakan matriks variansi kovariansi sampel pengamatan.

2.4 Robust Depth Mahalanobis dengan Minimum Vector Variance

Pada penelitian ini, pelabelan pencilan pada data multivariat menggunakan algoritma
Minimum Vector Variance (MVV) dengan mengubah kriteria pengurutan jarak Mahalanobis
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menjadi Robust Depth Mahalanobis. Adapun langkah-langkah yang dilakukan adalah sebagai

berikut:

1)
2)
3)

4)

5)

6)

7)
8)

9)

Mengasumsikan himpunan data pengamatan berdistribusi normal multivariate
{X1, X3, .., X}
Mengambil himpunan data yang terdiri dari h = (MTM data, sebutlah himpunan
data ini dengan H,,4.
Menghitung vektor rata-rata X, ,, dan matriks variansi kovariansi Sy, dari data H,4
Menghitung M; dengan i = 1,2, ..., n, berikut matriks M;
_ 1 (X; —X)¢
N [0/ A=’e S
Mengurutkan hasil perhitungan dari yang terbesar ke yang terkecil. Urutan ini akan
memberikan permutasi indeks observasi w. Misalnya hasil pengurutan data tersebut
adalah
Mr(1) 2 M(z) 2 =+ 2 M)
Membentuk suatu himpunan baru yang terdiri dari h observasi dengan indeks (1),
7(2),..., m(h) dan berilah nama Hy,,, dengan himpunan data {X 1y, Xz(2), -+ » X z(n)}
Menghitung vektor mean )?Hnew dan matriks kovariansi Sy~ dari data Hy,,,
Jika Tr(S3 . ) =0 maka proses berhenti. Jika Tr(S3 ) # Tr(Sh,,,) maka ulangi
langkah ke 2-8. Proses dilanjutkan sampai iterasi ke-k atau jika Tr(Sg,) — Tr(S4,,.) <
€. € merupakan bilangan konstan terkecil.
Misal Ty dan Sy adalah vektor mean dan matriks kovariansi dari proses yang telah
dijalankan. Maka subsampel dari Robust Depth Mahalanobis dalam metode Minimum
Vektor Variance didefinisikan sebagai subset Hyey, = {Xr(1), Xr(2)s =» X mny} dari Tagyy
dan Syyy-

2.5 Diagram Alir Penelitian

) Uji Normal Minimum
Data Multivariat P
/ / Multivariat —* | Vector Variance

Membentuk J

himpunan data
Iterasi
berhenti

L h=(n+p+1)/2 N

Robust Depth Jika

Mahalancbis > Tr(SA2)new=0 ﬁ
Iterasi

¥ berhenti

Vektor mean dan Jika
matriks varians |————<———— | Depth Mahalanobis Tr(SA2)new=0 |——— | Pelabelan Pencilan »] Hasil Interpretasi
ovarians

Iterasi
berhenti L
jika
| Jarak Mahalanobis Tr(SA2)new=Tr(SA2)old Kesimpulan

Gambar 1. Diagram Alir Penelitian
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3. HASIL

Data yang digunakan dalam penelitian ini merupakan data simulasi yang terdiri dari 500
variabel, 1000 observasi, dan 50 data kontaminasi pencilan. Data ini diaplikasikan pada metode
MVV dengan menggunakan 3 estimator pengurutan data multivariat yakni Jarak Mahalanobis,
Depth Mahalanobis, dan Robust Depth Mahalanobis. Asumsi yang harus terpenuhi jika
menggunakan data riil adalah data harus berdistribusi normal multivariat dan setiap variabel data
saling berkorelasi.

Berdasarkan prosedur analisis MVV pada data multivariat jika diperoleh hasil Tr(S7 )=
Tr(S,,,) maka proses dihentikan. Kemudian, data dengan Tr (S?) yang paling minimum yang
akan digunakan untuk menghitung Jarak Robust MVV. Tetapi, karena dalam penelitian ini
menggunakan fungsi Depth maka syarat nilai minimum trace akan ditentukan jika Tr(S,%new) =

0. Data dengan nilai trace yang memenuhi syarat dari ketiga metode akan digunakan dalam
pelabelan pencilan. Metode tersebut terdiri dari Mahalanobis Minimum Vector Variance
(MMVV), Depth Mahalanobis Minimum Vector Variance (DMMVYV), dan Robust Depth
Mahalanobis Minimum Vector Variance (RDMMVYV). Berikut adalah tabel yang menunjukkan
kemampuan dari ketiga metode:

Tabel 1. Kemampuan Metode berdasarkan Nilai dan Letak Pencilan

No. Metode Interval Nilai Jarak Letak Pencilan pada Plot
Pencilan

1. MMVV (1300) - (1750) Di atas

2. DMMVV (0.0005) - (0.001) Di bawah

3. RDMVV (-3.008e-88) - (-1.811e-88) Di bawah

Tabel 1 memberikan informasi terkait metode yang digunakan dalam penelitian yakni
MMVV, DMMVV, dan RDMMVV. Pada interval pencilan diperoleh perbedaan yang signifikan
berdasarkan interval nilai jarak pencilan diantara ketiga motode. Perbedaan interval nilai pencilan
pada setiap metode disebabkan oleh adanya modifikasi yang dilakukan pada pengurutan data
yang berdampak pada jarak setiap pengamatan.

Selain itu, perbedaan yang disebabkan oleh modifikasi dari pengurutan data pada algoritma
MVV adalah letak pencilan pada scatterplot. Pada metode MMVYV letak pencilan berada pada
bagian atas data yang bukan pencilan karena pengurutan data yang digunakan hanya jarak
Mahalanobis. Berbeda halnya dengan metode DMMVV dan RDMMVV, pada scatterplot dapat
dilihat bahwa letak pencilan berada pada bagian bawah dari data yang bukan pencilan. Hal ini
disebabkan karena kedua metode ini mengandung kriteria Depth yang menggunakan
kedalaman untuk mengukur jarak pengamatan. Berikut adalah hasil pendeteksian pencilan
dalam penelitian ini dapat dilihat pada gambar berikut:
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Gambar 3. Pendeteksian Pencilan menggunakan Depth Mahalanobis Minimum Vector Variance
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Gambar 4. Pendeteksian Pencilan menggunakan Robust Depth Mahalanobis Minimum Vector
Variance

Berdasarkan gambar 2,3, dan 4 dapat dilihat bahwa secara visual dari plot yang dihasilkan
terdapat perbedaan sebaran titik-titik observasi antara pencilan dan bukan pencilan. Untuk
gambar 2 sebaran data pencilan terletak pada bagian atas dengan titik-titik pengamatan berwarna
merah. Sedangkan, untuk data yang bukan pencilan terletak pada bagian bawah diberi warna
hitam untuk menandai titik-titik pengamatan. Letak pencilan pada MMVYV terletak pada bagian
atas karena kriteria pengurutan data multivariat hanya menggunakan jarak Mahalanobis. Untuk
gambar 3 dan 4 sebaran data pencilan terletak pada bagian bawah data yang bukan
pencilan dengan titik-titik pengamatan berwarna merah. Sedangkan, untuk data yang
bukan pencilan terletak pada bagian atas data pencilan dengan diberi warna hitam untuk
menandai titik-titik pengamatan. Letak pencilan berada di bagian bawah karena menggunakan
fungsi depth dan jarak Mahalanobis. Fungsi depth merupakan salah satu metode dalam mengukur
jarak berdasarkan kedalaman data sehingga pada gambar 3 dan 4 sebaran pencilan berada
dibawah. Hal ini menunjukkan bahwa observasi dinyatakan sebagai pencilan jika semakin dalam
titik suatu observasi dari titik pusat datanya.

Selain itu, perbedaan diantara ketiga metode pengurutan data dalam MVV dapat dilihat
pada hasil pengurutan jarak tiap gambar. Gambar 4 atau pendeteksian pencilan yang
menggunakan Robust Depth Mahalanobis MVV memiliki nilai jarak yang cenderung lebih
rendah dibanding gambar 2 dan 3 yang menggunakan MMVV dan DMMVYV, sehingga metode
ini dapat dengan jelas memisahkan antara pencilan dan bukan dengan melihat nilai observasi
yang semakin jauh dari pusat datanya. Pencilan pada data multivariat pada algoritma MVV
ditentukan apabila jarak yang diperoleh dari proses algoritma lebih besar atau sama dengan

X(Zp;l—a)'
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4. KESIMPULAN

Metode Robust Depth Mahalanobis MVV atau RDMMVYV dalam penelitian ini menunjukkan
nilai jarak yang lebih rendah dibanding DMMVV dan MMVV. Artinya pencilan dalam data
dengan sangat mudah diidentifikasi berdasarkan nilai jarak yang sangat jauh. Selain itu, Fungsi
Depth dalam RDMMVV berfungsi sangat baik dengan menunjukkan kedalaman data dalam plot
data yang digunakan.
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