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Abstract

Pyraminx is a twisty puzzle in the shape of a tetrahedron with 4 sides. Pyraminx is played with the
bottom completely flat and the front side facing the person holding the Pyraminx. The goal of the
Pyraminx game is to randomize the colors, then return the scrambled colors to their original color
positions by rotating the sides. This research does not discuss the most effective way of solving
Pyraminx but focuses more on proving that movements in Pyraminx form group and that there is a
group isomorphism from the group of Pyraminx movements to the S;¢ Symmetry permutation
subgroup in Pyraminx. First, it is proved that movements in Pyraminx form group using 2 methods,
namely direct proof in Pyraminx (Pyaminx movement group) and performing permutations in set A
containing numeric labels in the form of numbers 1 to 36 on Pyraminx facets by following the
movements of Pyraminx (Ss¢ Symmetry permutation subgroup). Furthermore, it is proved that there
is a group isomorphism from the Pyraminx movement group to the S;¢ Symmetry permutation
subgroup in Pyraminx.

Keywords: Group, S3¢ symmetry permutation group, subgroup, isomorphism, Pyraminx.

Abstrak

Pyraminx merupakan sebuah twisty puzzle yang berbentuk tetrahedron dengan 4 sisi. Pyraminx
dimainkan dengan cara bagian bawah mendatar sepenuhnya dan bagian sisi depan menghadap kepada
orang yang memegang Pyraminx. Tujuan dari permainan Pyraminx adalah mengacak warna,
kemudian mengembalikan warna yang teracak ke posisi warna aslinya dengan cara memutar sisi-
sisinya. Penelitian ini tidak membahas cara paling efektif dalam penyelesaian Pyraminx tetapi lebih
difokuskan pada pembuktian bahwa pergerakan pada Pyraminx membentuk grup dan adanya
isomorfisma grup dari grup pergerakan Pyraminx ke subgrup permutasi simetri S;¢ pada Pyraminx.
Pertama, dibuktikan bahwa pergerakan pada Pyraminx membentuk grup dengan menggunakan 2
metode, yaitu pembuktian langsung di Pyraminx (grup pergerakan Pyraminx) dan melakukan
permutasi pada himpunan A yang berisi label numerik berupa angka 1 sampai 36 pada facet Pyraminx
dengan mengikuti pergerakan Pyraminx (subgrup permutasi simetri S;¢). Selanjutnya, dibuktikan
adanya isomorfisma grup dari grup pergerakan Pyraminx ke subgrup permutasi simetri S5, pada
Pyraminx.

Kata kunci: Grup, grup permutasi simetri S;4, subgrup, isomorfisma, Pyraminx.

1. PENDAHULUAN
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Teori grup merupakan bidang matematika mendasar dan penting yang memiliki jangkauan
luas penerapan di berbagai bidang penelitian, termasuk fisika, kimia, ilmu komputer dan
kriptografi [7]. Teori grup mempelajari tentang grup. Grup adalah suatu struktur aljabar yang
terdiri dari sebuah himpunan dan operasi biner yang terdefinisi pada himpunan tersebut, serta
himpunan beserta operasinya itu harus memenuhi beberapa sifat-sifat tertentu yang biasa disebut
aksioma grup [5]. Permainan rubik adalah contoh objek konkret yang memiliki kaitan dengan teori
grup. Rubik merupakan teka-teki matematika terkenal yang ditemukan oleh Erno Rubik pada tahun
1974 [14]. Rubik telah menyebabkan terciptanya banyak varian yang berbeda (Megaminx,
Pyraminx, Tuttminx, Skewb diamond dan lainnya) [17]. Dengan menerapakan teori grup pada
permainan rubik, banyak proposisi dan sifat-sifat rubik yang dapat dibahas [9].

Pyraminx merupakan sebuah twisty puzzle yang berbentuk tetrahedron dengan 4 sisi [3].
Pyraminx dimainkan dengan cara bagian bawah mendatar sepenuhnya dan bagian sisi depan
menghadap kepada orang yang memegang Pyraminx. Tujuan dari permainan Pyraminx adalah
mengacak warna, kemudian mengembalikan warna yang teracak ke posisi warna aslinya dengan
cara memutar sisi-sisinya.

Permainan rubik memiliki kaitan dengan teori grup dan beberapa peneliti telah melakukan
penelitian mengenai hal tersebut. Pada tahun 2012, Kurnianingtyas dkk [13] telah melakukan
penelitian tentang Grup dan Homomorfisma Grup pada Rubik Revenge yang membuktikan adanya
homomorfisma grup dari grup pergerakan rubik ke grup permutasi simetri Sy pada rubik revenge.
Tahun 2016, Ihsan dkk [10] meneliti Aksi Grup dalam Pembentukan Homomorfisma pada Rubik’s
Cube yang memperlihatkan homomorfisma yang terbentuk akibat aksi grup ke himpunan facet-
nya. Selain itu, pada tahun 2018, Safitri dkk [1] meneliti mengenai Isomorfisma Grup pada Rubik
Revenge yang membuktikan adanya isomorfisma grup dari grup pergerakan rubik ke grup
permutasi simetri pada rubik revenge.

Penelitian ini tidak membahas cara paling efektif dalam penyelesaian Pyraminx tetapi lebih
difokuskan pada pembuktian bahwa pergerakan pada Pyraminx membentuk grup dan adanya
isomorfisma grup dari grup pergerakan Pyraminx ke subgrup permutasi simetri S;¢ pada
Pyraminx.

2.  TINJAUAN PUSTAKA

Bagian ini menjelaskan definisi dan teorema yang relevan dengan topik penelitian.
Definisi 2.1. [12]. Fungsi f : A — B disebut fungsi satu-satu (injektif) jika untuk sebarang a, b €
A dan a # b maka f(a) # f(b). Ekuivalen dengan, fungsi satu-satu jika f(a) = f(b) maka a =
b.
Definisi 2.2. [16]. Fungsi f : A = B disebut fungsi pada (surjektif) jika untuk setiap b € B terdapat
a € A sedemikian sehingga f(a) = b.
Definisi 2.3. [12]. Fungsi f : A — B disebut fungsi bijektif jika keduanya fungsi satu-satu dan
pada.
Definisi 2.4. [6]. Operasi biner * pada himpunan S adalah fungsi *: § X § = S.
Definisi 2.5. [6]. Grup (G,*) adalah himpunan G yang tertutup dibawah operasi biner * sehingga
aksioma-aksioma dibawabh ini terpenuhi:
(i) Operasi biner * bersifat asosiatif. Yaitu untuk setiap a, b, c € G berlaku (a * b) * ¢ = a *
(b xc).
(if) Terdapat elemen identitas e di G terhadap operasi biner *, sehingga untuk setiap a € G
berlaku e xa = a * e = a.
(iii) Untuk setiap a € G, terdapat elemen invers a di G yang dinotasikan a™?!, sehingga a *
al=alxa=e.
Definisi 2.6. [15]. Grup (G,*) disebut grup abel jika memenuhi hukum komutatif
X*Yy=Yy*X
untuk setiap x,y € G.
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Definisi 2.7. [6]. Jika H himpunan bagian dari grup G yang tertutup di bawah operasi biner dan
jika H itu sendiri adalah grup, maka H adalah subgrup dari G. Jika H merupakan subgrup dari grup
G dinotasikan dengan H < G atau G > H dan jika H < G tetapi H # G dinotasikan dengan H < G
atau G > H.
Definisi 2.8. [4]. Misalkan G grupdan S < G. Himpunan S dikatakan membangun G atau S adalah
himpunan dari generator G jika G = (S) dimana setiap elemen di G dapat ditulis sebagai perkalian
berhingga (di bawah operasi grup) dari S beserta inversnya.
Definisi 2.9. [6]. Permutasi pada himpunan A adalah fungsi ¢ : A —» A yang satu-satu dan pada.
Teorema 2.1. [6]. Misalkan A adalah himpunan tak kosong dan S, adalah himpunan semua
permutasi pada himpunan A. Maka S, adalah grup di bawah operasi perkalian permutasi.
Definisi 2.10. [6]. Misalkan A adalah himpunan berhingga {1, 2, ..., n}. Grup dari semua permutasi
pada A disebut grup simetri pada n angka dan dinotasikan dengan S,,.
Definisi 2.11. [15]. Jika (G,*) dan (H,°) adalah grup, maka fungsi f : G — H adalah sebuah
homomorfisma jika
flx*y)=fx) e f(y)

untuk setiap x,y € G. Jika f juga fungsi bijektif, maka f disebut isomorfisma. Dua grup G dan H
dikatakan isomorfik, dinotasikan G = H, jika terdapat isomorfisma antara f : G — H.
Definisi 2.12. [2]. Misalkan G dan H adalah grup, dan misalkan ¢ : G — H adalah homomorfisma.
Kernel dari ¢ didefinisikan sebagai himpunan

Kerp ={x € G| p(x) =e'}
dimana e’ adalah identitas di H.
Teorema 2.2. [2]. Sebuah homomorfisma ¢ : G — H adalah injektif jika dan hanya jika Ker ¢ =

{e}.
3. STRUKTUR DAN NOTASI PADA PYRAMINX

Pyraminx terdiri dari 4 corner tip yaitu sudut Pyraminx, 4 axial piece yaitu lapisan di bawah
corner dan 6 edge piece yaitu bagian rusuk Pyraminx [3]. Kondisi awal Pyraminx dimisalkan
dengan warna merah sebagai sisi depan (Front), warna kuning sebagai sisi kanan (Right), warna
hijau sebagai sisi kiri (Left) dan warna biru sebagai sisi bawah (Down).

Corner Axial Edge

Gambar 3.1. Corner, Axial dan Edge pada Pyraminx

Pyraminx juga memiliki 36 facet. Facet merupakan permukaan/lapisan berbentuk segitiga
kecil pada tiap sisi Pyraminx. Jika setiap facet pada sisi Pyraminx diberi label numerik berupa
angka 1 sampai 36, akan diperoleh seperti gambar berikut [11].
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18 20 22
-

Gambar 3.2. Label numerik pada facet Pyraminx

Notasi yang digunakan pada Pyraminx yaitu U (2 sisi atas), R (2 sisi kanan), L (2 sisi kiri),
B (2 sisi belakang), u (ujung bagian atas), r (ujung bagian kanan), [ (ujung bagian kiri) dan b

(ujung bagian belakang) [8].

U (2 sisi atas) R (2 sisi kanan) L (2 sisi Kiri) B (2 sisi belakang)

o 4

u (ujung bagian | r (ujung bagian | I (ujung bagian | b (ujung bagian
atas) kanan) kiri) belakang)

Gambar 3.3. Notasi pada Pyraminx

4. HASIL UTAMA

4.1. Pergerakan Pyraminx

Definisi 4.1. Pergerakan merupakan gerakan memutar bagian Pyraminx sejauh 120°.
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Jenis pergerakan Pyraminx yang digunakan yaitu pergerakan searah jarum jam. Notasi
pergerakan Pyraminx mengikuti bagian Pyraminx yang mengalami pergerakan. Ada 9 gerakan
dasar pada Pyraminx yaitu O, U, R, L, B, u, r, I dan b. Selain gerakan dasar tersebut, ada juga
gerakan lain yang berasal dari kombinasi gerakan dasar, yaitu gerakan memutar bagian Pyraminx
sebanyak k kali dan gerakan memutar sisi dan ujung bagian Pyraminx secara bersamaan seperti
Ub atau Lu, sehingga dari kombinasi gerakan dasar ini akan menambah jumlah pergerakan
Pyraminx.

Tabel 4.1. Pergerakan pada Pyraminx

Notasi Pergerakan

0 Pyraminx tidak mengalami pergerakan (elemen identitas)

Uk Pergerakan 2 sisi atas Pyraminx sejauh 120° searah jarum jam
sebanyak k Kkali

Rk Pergerakan 2 sisi kanan Pyraminx sejauh 120° searah jarum jam
sebanyak k Kkali

Lk Pergerakan 2 sisi kiri Pyraminx sejauh 120° searah jarum jam
sebanyak k kali

Bk Pergerakan 2 sisi belakang Pyraminx sejauh 120° searah jarum
jam sebanyak k kali

uk Pergerakan ujung bagian atas Pyraminx sejauh 120° searah jarum
jam sebanyak k kali

Sk Pergerakan ujung bagian kanan Pyraminx sejauh 120° searah
jarum jam sebanyak k kali

K Pergerakan ujung bagian Kiri Pyraminx sejauh 120° searah jarum
jam sebanyak k kali

Bk Pergerakan ujung bagian belakang Pyraminx sejauh 120° searah

jarum jam sebanyak k kali

Untuk k = 0, Pyraminx tidak mengalami pergerakan sehingga elemen yang dihasilkan
adalah elemen identitas identitas dan dinotasikan dengan e. Pergerakan Pyraminx ini menghasilkan
posisi yang sama dengan pergerakan saat k = 3,6,9,12, ....

Untuk k = 1, pergerakan Pyraminx menghasilkan posisi yang sama dengan pergerakan saat
k =4,7,10,13, ....

Untuk k = 2, pergerakan Pyraminx menghasilkan posisi yang sama dengan pergerakan saat
k =5,8,11,14, ....

Oleh karena itu, himpunan pergerakan Pyraminx terdiri dari gerakan dasar dan berbagai
gerakan kombinasi dari gerakan dasar Pyraminx yang secara umum dapat dituliskan sebagai
berikut.

Definisi 4.2. Misalkan S ={0,U,R,L,B,u,r,l,b} adalah gerakan dasar Pyraminx, maka
himpunan pergerakan Pyraminx dinotasikan dengan G yaitu:
G ={g:"1g,% ... g, | gi €S k;€e{1,2},i €{1,2,...,n},n € N}.

42. Grup

Untuk membuktikan bahwa pergerakan pada Pyraminx membentuk grup, ada 2 metode yang
digunakan yaitu pembuktian langsung di Pyraminx (grup pergerakan Pyraminx) dan melakukan
permutasi pada himpunan A yang berisi label numerik berupa angka 1 sampai 36 pada facet
Pyraminx dengan mengikuti pergerakan Pyraminx (subgrup permutasi simetri S;¢).

a) Pembuktian langsung di Pyraminx (grup pergerakan Pyraminx)
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Sebelum membuktikan himpunan pergerakan Pyraminx adalah grup, terlebih dahulu

diberikan sebuah operasi biner yang terdefinisi pada himpunan G.
Definisi 4.3. Didefinisikan operasi * pada himpunan G yaitu untuk setiap a, b € G maka berlaku:

(a * b) = a(b)

dimana pergerakan b dilakukan terlebih dahulu kemudian pergerakan a.

Teorema 4.1. Jika G adalah himpunan pergerakan Pyraminx, maka G adalah grup di bawah operasi
* yang dinotasikan (G,*).
Bukti:

(i)

(i)

(i)

(iv)

Akan ditunjukkan bahwa G tertutup di bawah operasi .
Misalkan a, b € G,

a=g,"19;" ... gn, M

b= g:"g," ... gn,"
dimana g; €S, a;,b; € {1,2},i € {1,2,...,n} dan ny,n, € N.
Diperoleh:

(a*b) = (91%922 . gn, ") * (91" 92" - gn, ")
= 91"92" - Gn, "2 911192 .. G, O™

a dan b adalah dua pergerakan Pyraminx,
maka hasil dari a = b = g,1g,% ... g, "2 91 %19, .. gy, "™
juga merupakan pergerakan Pyraminx karena g,,9,,..,9, € S S G dan cy,cy,...,c, €
{1,2}. Jadi G tertutup di bawah operasi *.
Akan ditunjukkan bahwa operasi * memenuhi sifat asosiatif.
Dari Definisi 4.3 diketahui bahwa jika a dan b adalah dua pergerakan Pyraminx maka
pergerakan b dilakukan terlebih dahulu kemudian pergerakan yaitu (a * b) = a(b).
Selanjutnya untuk menunjukkan operasi * memenuhi sifat asosiatif (a* (b *c)) =
((a * b) * ¢) maka diambil tiga pergerakan Pyraminx.
Misalkan a, b,c € G.

Diperoleh:
(ax(b*c))=(a)(b=xc)
= a(b(c))
((@xb) *c) = (ax*b)(c)
= a(b(c)).

Terbukti (a * (b * ¢)) = ((a * b) = ¢). Jadi operasi * memenubhi sifat asosiatif.
Akan ditunjukkan bahwa terdapat elemen identitas e di G terhadap operasi biner = sehingga
untuk setiap a € G berlaku exa=ax*e = a.
Elemen identitas e didefinisikan dengan 0 yaitu ketika Pyraminx tidak melakukan
pergerakan.
Ambil sebarang a € G, perhatikan bahwa
(0*a) =0x* (919, ... gn“")
= 911192 . gn""
=a
(a*0) = (91192 ... gn") x 0
= 917192 .. gn"n
= da.
Diperoleh 0 x a = a * 0 = a. Jadi G memiliki elemen identitas di bawah operasi *.
Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap a € G, terdapat elemen invers a di G yaitu a™?!
sehingga a*a '=al*a=e.
Invers pada Pyraminx didefinisikan sebagai pergerakan yang mengembalikan posisi
Pyraminx ke posisi identitas. Untuk a; = 1 maka a;~* = 2 dan untuk a; = 2 makaa;"! =
1dimanaa; € {1,2},i € {1,2,...,n},n € N,
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Contohnya invers dari R? adalah R.
Hal ini juga berlaku pada elemen yang tidak tunggal di G, misalnya U2b. Invers dari U%b
adalah b?U karena pergerakan inilah yang mengembalikan posisi Pyraminx ke posisi
identitas.
Secara umum, elemen a~! didefinisikan dengan
a™t= gna"_1 ---92a2_191a1_1-

Ambil sebarang a € G, perhatikan bahwa

(@xa™) = (9192 ... gn") * (g™ .02 91 )

1 -1 -1
— a a a a a a
=gn " G277 g1t 91 '92 7 Gn ™

1

(@'xa) = (ga"" g2 1% ) * (917192 . g™ )
= 019192 . gn G0 . g2 1™

0.

Diperolehaxa ™ =a l*xa =e.

Jadi G memiliki invers di bawah operasi *.

Terbukti bahwa pergerakan Pyraminx adalah grup dibawah operasi * yang dinotasikan
dengan (G,*).

Akan tetapi, grup pergerakan Pyraminx bukan grup abelian, karena terdapat U,L € G
sehinga [U * L = LU] # [L » U = UL], maka (G,*) merupakan grup non-abelian.

b)  Subgrup Permutasi Simetri S3¢
Sebelum membuktikan bahwa permutasi pada himpunan facet Pyraminx membentuk
subgrup permutasi simetri S5, terlebih dahulu diberikan penjelasan bagaimana proses terbentuknya
grup permutasi simetri Ss.
Misalkan A adalah himpunan angka 1 sampai 36 yaitu A = {1,2,3, ...,36}. Permutasi pada
himpunan A adalah fungsi bijeksi dari A ke A. Jika dilakukan permutasi pada himpunan A maka
diperoleh himpunan semua permutasi-permutasi dari himpunan A yaitu S, = {my, w5, 73, ..., T361}-

Definisi 4.4. Didefinisikan operasi o (perkalian permutasi) pada himpunan A yaitu untuk setiap
Ty, Ty, € S, maka berlaku:

(g o mp) = 7o (mTp)
dimana r;, dilakukan terlebih dahulu kemudian m,.

Berdasarkan Teorema 2.1., karena A # @ dan S, = {m,, Ty, 73, ..., T34} adalah himpunan
semua permutasi-permutasi dari A, maka S, adalah grup dibawah operasi perkalian permutasi. Dan
berdasarkan Definisi 2.10., karena A = {1,2,3, ...,36} maka S, dapat juga disebut grup simetri
S36- Jadi, grup dari semua permutasi pada A dapat juga disebut grup permutasi simetri Ss.

Pyraminx memiliki 4 X 9 = 36 facet, dimana terdapat 4 sisi dan tiap sisi memiliki 9 facet.
Jika setiap facet Pyraminx diberi label numerik berupa angka 1 sampai 36 maka diperoleh
himpunan facet Pyraminx.

Definisi 4.5. Himpunan semua facet Pyraminx dinotasikan dengan B yaitu B = {1,2,3, ...,36}.

Selanjutnya, jika dilakukan permutasi pada himpunan B dengan mengikuti pergerakan
Pyraminx maka diperoleh himpunan semua permutasi dari himpunan B.

Definisi 4.6. Misalkan S’ = { y, ,, 3, 4, s, T4, 07, g, o } @dalah permutasi dari gerakan dasar
Pyraminx, maka himpunan semua permutasi dari himpunan B dinotasikan dengan H yaitu:
H={h""hy" . .h," | h; €S I; €{1,2},i € {1,2,...,n},n € N}.
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Saat melakukan permutasi pada himpunan B, tidak semua permutasi S;¢ dapat dilakukan

karena bagian corner tidak mungkin dipetakan ke bagian axial. Contohnya pada permutasi dari U,
facet angka 1 tidak bisa dipetakan ke facet angka 5. Kata ‘dipetakan’ disini sama artinya dengan
posisi facet angka 1 tidak bisa ke posisi facet angka 5, sehingga grup yang dapat dibentuk dari
permutasi pada himpunan B hanya subgrup dari Ss¢.

Teorema 4.2. Jika H adalah himpunan semua permutasi dari himpunan B maka H adalah subgrup
permutasi simetri S;¢ dibawah operasi o (perkalian permutasi) yang dinotasikan (H,°).
Bukti:

(i)

(ii)

(i)

(iv)

Akan ditunjukkan bahwa H S S5.
Karena semua elemen di H termuat dalam S;¢ maka H S Ss.
Akan ditunjukkan bahwa H merupakan grup dibawah operasi o (perkalian permutasi).
Akan ditunjukkan bahwa H tertutup di bawah operasi o.
Misalkan ¢, ¢, € H,
$q = h1"thy "2 .. by ™
bp = hy " h"% . by P2
dimanah; € S, a;, b; € {1,2},i € {1,2,...,n} dan ny,n, € N.
Diperoleh:
(Pa ° p) = (hyhy*2 by *m1) 0 (hy"1h,"2 ... by, Pr2)
= hy"'h,"2 ..y Prehy “1h, % LRy
¢, dan ¢, adalah dua permutasi pada Pyraminx,
maka hasil dari
Ga ° bp = hy"th," . hy Prehy th, % LRy O
juga merupakan permutasi pada Pyraminx karena hy, h,, ..., h, € S’ € Hdancy, ¢y, ..., ¢, €
{1,2}. Jadi H tertutup di bawah operasi o.
Karena S;, merupakan grup maka S;¢ bersifat asosiatif yaitu untuk setiap elemen di S3¢
berlaku (¢, o (¢dp ° d:)) = ((Pg © Pp) © P.), sehingga tentu saja sifat asosiatif juga
berlaku untuk setiap elemen di H < S.
Akan ditunjukkan bahwa terdapat elemen identitas e € H sehingga untuk setiap ¢, € H
berlaku e o ¢, = ¢, 0 e = ¢,,.
Elemen identitas e didefinisikan dengan 7, yaitu permutasi identitas.
Ambil sebarang ¢, € H, perhatikan bahwa
(11 0 ¢g) = mq 0 (h " hy " ... by ™)
= h;“h,* ... h, "
= ¢q
(g o) = (hy“Thy "2 . hy"™) oy
= h;“h,* ... h, "
= ¢q.
Jadi H memiliki elemen identitas di bawah operasi o.
Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap ¢, € H, terdapat elemen invers ¢, di H yaitu ¢, *
sehingga ¢, © ¢a_1 = ¢a_1 ° g =1y.
Invers permutasi pada Pyraminx didefinisikan sebagai permutasi yang mengembalikan
posisi Pyraminx ke posisi identitas. Untuk a; = 1 maka a;~* = 2 dan untuk a; = 2 maka
a;"! =1dimanaq; € {1,2},i € {1,2,...,n},n € N.
Contohnya invers dari r; adalah 2.
Hal ini juga berlaku pada elemen yang tidak tunggal di H, misalnya m,%msm,. Invers dari
4 2msm, adalah m,2ms 2, karena permutasi ini yang akan mengembalikan posisi Pyraminx
ke posisi identitas.
Secara umum, elemen ¢, ~* didefinisikan dengan
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1 1

-1 _ 4 ap?t a,” 'y a;”
¢$g " =hy ™ . hy™? bt

Ambil sebarang ¢, € H, perhatikan bahwa
_ -1 -1 -1
(ba o ba™) = (hyha® k™) o (e hy® 1)

-1 -1 -1
— a as a, a, as a
=h,™ ..h, hy hihy™*hy,"% .. h, ™
=T

(@ o a) = (R by ™) o (0™ 0y .oy ™™)

= h, M h,% b, RO h,% R
= Ty.
Diperoleh ¢, ° d)a_l = (pa_l ° g =T;.
Jadi H memiliki invers di bawah operasi .
Terbukti bahwa H adalah subgrup permutasi simetri S;, dibawah operasi o (perkalian
permutasi) yang dinotasikan (H,o).

4.3. Isomorfisma Grup pada Pyraminx
Selanjutnya akan dibuktikan adanya isomorfisma grup pada Pyraminx.

Teorema4.3. Misalkan G = {g,*1g,*2 ... g,* | g; € S, k; € {1,2},i € {1,2, ..., n},n € N} adalah
grup pergerakan Pyraminx dengan generator S ={0,U,R,L,B,u,r,l,b} dan H=
{hihy'2 ' | by € 87,1 € {1,23,i € {1,2,...,n},n € N} adalah subgrup permutasi simetri Ss¢
dengan generator S’ = {m,, M, 3, 4, s, e, 7, Mg, Mo }. Didefinisikan 6 : G — H dengan
0(g1%192" ... gn™) = 6(g1)*60(g2)* ... 60(gn)™"
dimana 8(0) =my, O(U) =m,, 6(R) =m3, O(L) =m,, 0(B) =ms5, 0(u) =mg, 0(r) =1y,
0(l) = mg dan 8(b) = my. 8 merupakan isomorfisma grup yang dinotasikan dengan G = H.
Bukti:
Diketahui operasi biner pada grup G didefinisikan dengan operasi * yaitu untuk setiap a, b €
G maka berlaku (a * b) = a(b) dimana pergerakan b dilakukan terlebih dahulu kemudian
pergerakan a dan operasi biner pada grup H didefinisikan dengan operasi o (perkalian permutasi)
yaitu untuk setiap m,, m, € H maka berlaku (m, o mp,) = m,(mp) dimana m;, dilakukan terlebih
dahulu kemudian .
Syarat dua grup disebut isomorfisma jika dua grup tersebut terdapat sebuah homomorfisma
dan juga fungsi bijektif.
(i) Akan ditunjukkan bahwa 6 merupakan homomaorfisma grup.
Homomorfisma grup jika: 8(a * b) = 6(a) o 6(b) untuk setiap a, b € G.
Ambil sebarang a, b € G,
a=g:""9," .. gn,"™
b=g,"19" ...gn,""
dimana g; € S, a;, b; € {1,2},i € {1,2,...,n} dan ny,n, € N.
Maka
6(a*b) = 0(g1"192% .. gn, "™ * 91" 92" .. Gn,""2)
= 0(9:"292" - gn, "2 911922 ... g, *™)
= 0(91)"0(92)" - 0(gn,)"26(91)*6(g2)* ... 8(gn,)*™
0(a) o 0(b) = 0(g1*1 92 ... gn, *™) © 0(91"1 92" ... g, ")
= 0(9)™0(g2)" --0(gn, )™ © 0(91)"0(g2)"
Q(gnz)bnz
= 6(91)"6(92)" ...6(gn,) "26(9:1)*6(g2)% ... 6(gn,) ™.
Diperoleh 6(a * b) = 6(a) o 6(b).
Jadi 8 merupakan homomorfisma grup.
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(if) Akan ditunjukkan bahwa 6 merupakan fungsi bijektif.

Pertama, akan ditunjukkan bahwa 6 adalah fungsi satu-satu.
Misalkan a € G,
a=g1"9," .. gn"m
dimanag; €S, a; € {1,2},i € {1,2,...,n}dann € N.
Maka
Ker 6 ={a € G|6(a) =m;}
={91"192" ... gn“" € G 1 0(9,"* g, ... gn™") = 71}
={91"19." ... g € G | 6(0) = 1,}
= {0}.
Diperoleh Ker 8 = {0} dimana 0 adalah elemen identitas di G.
Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa anggota Ker 6 hanya satu yaitu 0.
Dengan menggunakan metode kontradiksi, andaikan terdapat elemen bukan 0 yang
pemetaannya ;.
Misalkan x € G, x # 0 dan 6(x) = m;.
Maka
Ker 0 ={a € G |0(a) =m}
={91"192" ... gn“" € G 1 0(9:"1 9,2 ... gn™") = 71}
={0,x}
karena 6(0) = m; dan 6(x) = m;.
Perhatikan bahwa,
0(g1%192% ... gn™) = 6(g1)*60(92)?* ...0(gpn)™
dimana6(0) =y, 0(U) = 15, 0(R) = 13,0(L) = 1y, 6(B) = mg, 0(u) = me, (1) =
5, (1) = mg dan 8(b) = m,.
Pada definisi diatas ditemukan fakta bahwa hanya 6(0) = m; artinya hanya elemen 0
yang pemetaannya ;. Hal ini kontradiktif dengan asumsi bahwa terdapat x # 0 dan
0(x) = m, sehingga pengandaian perlu diingkari. Jadi, x = 0. Terbukti bahwa anggota
Ker 6 hanya satu yaitu 0.
Berdasarkan Teorema 2.4, karena Ker 6 = {0} maka 6 merupakan fungsi satu-satu.
Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa 8 adalah fungsi pada.
Untuk menunjukkan 6 adalah fungsi pada maka harus ditunjukkan untuk setiap =, € H
terdapat x € G sehingga 6(x) = m,,.
Ambil sebarang 7, € H,
Ty = hy"h,* ... h, "
dimanah; € S', a; € {1,2},j € {1,2,...,n}dann € N.
Berdasarkan definisi 6 : G -» H, masing-masing h; dapat ditentukan g; sehingga
8(g;) = hj untuk suatu j.

Pilihx € G,
x = g1"1g,% ... g
dimanag; € S, b; € {1,2},i € {1,2,...,n} dann € N.
Perhatikan bahwa,
_ . by, by bn
X=91'927%Y9n
maka untuk setiap h; dapat ditentukan g; sehingga
0(x) = 6(91" 92" .. gn")
= 0(g1)"6(g2)" ... 60(gn)Pr
= hlalhzaz ...hnan
= Tiq.
Diperoleh 6(x) = mg,.
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Karena untuk setiap m, € H terdapat x € G sehingga 6(x) = m, maka 6 adalah fungsi
pada.
6 adalah fungsi satu-satu dan pada, maka 8 merupakan fungsi bijektif.
Karena 68 merupakan homomorfisma grup dan juga fungsi bijektif maka dapat disimpulkan
bahwa 8 merupakan isomorfisma grup dari G ke H. Jadi terbukti bahwa G = H.

5. KESIMPULAN

Misalkan S = {0,U,R,L,B,u,r,1,b} adalah gerakan dasar Pyraminx, maka himpunan
pergerakan Pyraminx dinotasikan dengan G yaitu:

G ={9:"19," ..g."n | g; € S, k; € {1,2},i € {1,2,...,n},n € N}.

G adalah grup dengan operasi * yang didefinisikan untuk setiap a, b € G maka berlaku (a * b) =
a(b) dimana pergerakan b dilakukan terlebih dahulu kemudian pergerakan a. Grup tersebut
dinotasikan (G,*).

Misalkan A adalah himpunan semua facet Pyraminx yang diberi label numerik berupa angka
1 sampai 36 yaitu A = {1,2,3,...,36} dan S’ = {my, m,, 73, M4, s, e, W, Trg, o } @dalah permutasi
dari gerakan dasar Pyraminx, maka himpunan semua permutasi dari himpunan A dinotasikan
dengan H yaitu:

H={h""h"? . h,'n|h; €S 1; € {1,2},i €{1,2,..,n},n € N}.

H adalah subgrup permutasi simetri S;¢ dengan operasi o (perkalian permutasi) yang didefinisikan
untuk setiap ., m, € H maka berlaku (m, o m,) = 7, (m,) dimana m;, dilakukan terlebih dahulu
kemudian . Grup tersebut dinotasikan (H,°).

Misalkan G = {g,*19,%> ... g,*n | g; € S, k; € {1,2},i € {1,2,...,n},n € N} adalah grup
pergerakan Pyraminx  dengan generator S =1{0,U,R,L,B,u,r,l,b} dan H =
{hhy'2 L hy'm | by € 87,15 € (1,2),i € {1,2, ...,n},n € N} adalah subgrup permutasi simetri Ss¢
dengan generator S’ = {m,, ,, T3, T4, s, g, 7, Tg, To}. Terdapat isomorfisma grup dari G ke H
yang didefinisikan 6 : G - H dengan

0(g1" 92" ... gn™) = 0(g1)*160(g2)*? ... 0(gn) ™"
dimana 8(0) =y, O(U) =m,, 6(R) =m3, O(L) =m,, 0(B) =ms, 0(u) =mg, 0(r) =1y,
0(l) = mg dan 6(b) = m.
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