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Perluasan Teorema Cayley-Hamilton
pada Matriks m x n

Nur Erawati, Azmimy Basis Panrita*

Abstrak
Teorema Cayley-Hamilton menyatakan bahwa setiap matriks bujur sangkar memenuhi
persamaan karakteristiknya. Jika p(1) adalah polinom karakteristik dari sebuah matriks bujur
sangkar A maka p(A4) = 0. Dalam tulisan ini akan dibahas bukti dari teorema Cayley-
Hamilton dan perluasannya pada matriks m X n serta penerapan teorema pada sistem
matriks m X n.

Kata Kunci: Teorema Cayley-Hamilton, matriks m X n.

1. Pendahuluan

Setiap matriks bujur sangkar dengan elemen real maupun kompleks memenuhi
persamaan karakteristiknya. Dengan kata lain jika p(4) adalah polinom karakteristik dari sebuah
matriks bujur sangkar A maka p(A) = 0. Pertama kali dikemukakan oleh Arthur Cayley pada
tahun 1858. Walaupun Cayley hanya membuktikannya untuk matriks 3 x 3, dan berdasarkan hal
tersebut Cayley yakin bahwa bukti tersebut berlaku untuk matriks n x n. Lima tahun
sebelumnya, William Rowan Hamilton telah memperlihatkan bahwa sebuah transformasi rotasi
pada ruang berdimensi tiga memenuhi persamaan karakteristiknya. Dengan jelas, baik Cayley
ataupun Hamilton pernah menerbitkan sebuah bukti dari ide tersebut secara umum. Ide tersebut
kemudian dinamakan teorema Cayley-Hamilton atau teorema Hamilton-Cayley. Teorema ini
adalah salah satu teori matriks yang sangat kuat dan klasik. Banyak aplikasi yang hasilnya
diperoleh dari torema ini. Bukti lain dari teorema Cayley-Hamilton dikeluarkan pada tahun 1878
oleh George Frobenius dan banyak orang lain setelah itu. Teorema Cayley-Hamilton telah
diperluas ke dalam matriks m x n, matriks blok dan pasangan matriks blok.

Teorema Cayley-Hamilton dan generalisasinya juga telah digunakan dalam sistem
kontrol, jaringan listrik, sistem dengan waktu tunda, sistem singular, sistem linear 2-D dan lain-
lain. Selain itu teorema Cayley-Hamilton telah diperluas sampai ke dimensi-n matriks polinom
real dan sistem linear waktu diskrit dengan waktu tunda [4]. Berdasarkan uraian di atas maka
penulis ingin mempelajari tentang teorema Cayley-Hamilton dan salah satu perluasan baru dari
teorema Cayley-Hamilton yaitu pada matriks m X n. Tulisan ini juga menampilkan bukti dari
Teorema Cayley-Hamilton.

2. Landasan Teori
2.1. Matriks Blok

Definisi 1.
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Matriks adalah jajaran empat persegi panjang dari bilangan-bilangan. Bilangan-bilangan dalam
jajaran tersebut disebut entri dalam matriks.

Diberikan sebuah matriks A = [a,-,-]:';_':l. Jika beberapa baris dan kolom dihapus,
diperoleh sebuah matriks baru yang dinamakan submatriks dari A.

Contoh 1. Misalkan diberikan matriks:

2 3 =2 4
A=10 1 1 0
2 -1 0 O
Matriks tersebut dapat dipatrisi menjadi
2 3 -2 4
a=)0. L 1.2
2 -1 0 O
atau
A1q Alz]
a=| ,
Az1 Az

2 3

dimana A1 = [0 5|

-2 4
Ay = [ 1 O]' Ay =1[2 —-1], Ay =[0 O]

2.2.  Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Definisi 2.

Misalkan A adalah suatu matriks nxn. Skalar A disebut nilai eigen atau nilai karakteristik
dari A jika terdapat suatu vektor tak nol x, sehingga AX = AX. Vektor x disebut vektor eigen
atau vektor karakteristik dari A .

Sembarang kelipatan tak nol dari vektor eigen x akan menjadi vektor eigen, karena
A(ax)= aAx = aAx = A(ax). Persamaan AX = AX dapat dituliskan dalam bentuk

(A-Alx=0 )

Menurut teori sistem persamaan linear A adalah nilai eigen dari A jika dan hanya jika
(1) memiliki suatu penyelesaian non trivial. Himpunan penyelesaian dari persamaan (1) adalah

N(A—/II), yang merupakan ruang bagian dari R". Jadi, jika adalah nilai eigen dari A, maka
(A—Al)x = 0dan sembarang vektor tak nol dalam N(A—Al) adalah vektor eigen yang
bersesuaian dengan A. Ruang bagian N(A—M)dinamakan ruang eigen yang berhubungan

dengan nilai eigen A.
Persamaan (1) akan mempunyai penyelesaian non trivial jika dan hanya jika A — Al
singular atau
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det(A - A1)=0 (2)

Jika determinan pada Persamaan (2) diuraikan, maka diperoleh suatu polinom berderajat n dalam
peubah A atau p(1)=det(A—Al).

Polinom di atas disebut polinom karakteristik, dan persamaan (2) disebut persamaan
karakteristik untuk matriks A . Akar dari polinom karakteristik adalah nilai eigen dari A . Jika
dihitung akar menurut kelipatannya, maka polinom karakteristik pasti akan mempunyai n akar.
Jadi, A akan mempunyai n nilai eigen dimana beberapa di antaranya kemungkinan akan
berulang dan beberapa nilai eigen lainnya kemungkinan berupa bilangan kompleks. Untuk
mengatasi kasus terakhir, perlu memperluas medan skalar menjadi bilangan kompleks serta
memperbolehkan dipergunakannya entri-entri kompleks untuk vektor dan matriks.

Contoh 2. Misalkan

P G

Dari persamaan ini terlihat bahwa A =3 adalah nilai eigen dari A dan x:(2,1)T merupakan
vektor eigen dari 4 dan (4,2)" juga merupakan vektor eigen yang bersesuaian dengan A =3,

T L

2.3.  Minors, Kofaktor dan Adjoin Matriks

Definisi 3.

Jika A adalah suatu matriks bujur sangkar, maka minor dari entri a;; dinyatakan sebagai M;;
dan didefinisikan sebagai determinan dari submatriks yang tersisa setelah baris ke —i dan
kolom ke — j dihilangkan dari A. Bilangan (—1)i+fMl-j dinotasikan dengan C;; dan disebut
sebagai kofaktor dari entri a;;.

Definisi 4.
Jika A adalah matriks n X n sebarang dan C;; adalah kofaktor dari a;;, maka matriks
Ci1 Ciz - Cig

CZl CZZ CZn

1

Cnl CnZ Cnn
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disebut matriks kofaktor dari A. Transpose dari matriks tersebut disebut adjoin dari A
dinotasikan dengan adj(A).

ai1 4z  a13
az; Az Aazz|sehinggadiperoleh: Al —
dzq 4dzz ds3

Misalkan diberikan sebuah matriks A =

A—agq —aj2 —ajz3
Al=| —az; A—ay —dpz3
—aszi —az; A-—ag;
atau

p(A) = |AI = A| = A% = (ay; + ay, + az3)A®
adj(Al — A)

AP = (@y; + @33)A + @33 Q33 — Q33033 Qya A+ Q3033 — (2033 (y3A + Q3033 — Q33033
= ax A+ ay3az, — Ay a3 A? = (ayy +az3)A+ a1, 033 — @y3a3; (A + @30y — 43 a23
Az A+ a3 a3; — a0z, Q324+ Qg a3y — Gy, Az A% - (ayy + Ay +ay ay; — a0y
1 0 0 =(az; +asz) ayz gy
adjf(AIl-A)=210 1 0f+A ayy —(ayy +az3) 33
0 01 3y Qs (ayy +az;)
Q033 — Q23@3; @303 — Q2033 Ay2Q3 — Q130
+ |Q23Q3; — Gy a33 @;Q33 — Q303 G33a; — Q)1 Q3
Q1 Q33 — Q031 1383 — Q) G3; Q@ — G0y

Teorema 1. Lihat [3].
Misalkan A" adalah adjoint dari 4, maka AA* = AtA = det(A)I.

2.4.  Sistem Matriks Bujur Sangkar

Jika determinan pada persamaan (2) diuraikan, maka diperoleh suatu bentuk
x(t) = A(x, t)x(t) + B(x, t)u(t), 3)

dimana x(t) € R™ menyatakan vektor, u(t) € R™ adalah vektor masukan dan A = A(x,t) €
R™™ B = B(x,t) € R™™, Telah diketahui polinomial karakteristik untuk sistem linier dapat
diperluas untuk sistem non linier persamaaan (3) sebagai berikut.

Definisi 5. Lihat [4].
p(A) = det[IyA — Ay (x,0)]
=AM+ ap A+t ad+ag 4)
dengan koefisien a, =ai(x,t), k=0,1,..,n—1 bergantung pada x dant adalah
polinomial karakteristik dari sistem (3). Persamaan p(1) = 0 adalah polinomial karakteristik
dari sistem (3).

3. Pembahasan
3.1.  Bukti Teorema Cayley-Hamilton
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Teorema 2. Lihat [6].
Misalkan A adalah matriks persegi n x n, dan
p(A) =ay +a A+ -+ ap_ AW+ A"
adalah polinom karakteristik dari 4, maka p(4) = ay + a;A + - + a,_ A" 1 + A",
dikatakan matriks A memenuhi persamaan karakteristiknya.

Banyak cara untuk membuktikan teorema Cayley-Hamilton, salah satu cara yang cukup
mudah dipahami adalah pembuktian yang diberikan dalam paper ini.

Bukti:

Perhatikan bahwa untuk sembarang matriks bujur sangkar A berlaku AA* = det(A)I, dengan
A% adalah adjoint dari A. Persamaan AA' = det(A)I berlaku untuk semua matriks bujur
sangkar, maka pasti berlaku untuk matriks A — AI sehingga dapat dituliskan (A — AI)(A —
ADY =det(A— ADI = p(M)I.

Entri-entri dari (4 — AI) * adalah polinom berderajat n — 1. Karena itu, (A—}LI)+ dapat ditulis

sebagai sebuah polinom A berderajat n — 1 dengan koefisien berbentuk matriks, yaitu
(A—AD* = A9+ A A+ A% + -+ A A" (5)

dengan Ay, Ay, ..., A,,_1 adalah koefisien berbentuk matriks. Perhatikan bahwa

det(A—ADI = (A—A)(A—-AD*

=(A—-AD(Ag+ A A+ A% + -+ A4,_1A" 1)
- AA() + (AAI - Ao)/l + + (AAn—l - An_z)}{n_l - An_lln (6)

Karena p(ﬂ) =aqag+ a A+ -+ an—lln_l +An,
maka
pDI = agl + aId + -+ + ap_ A" + 1A (7)

Dengan menyamakan kedua persamaan di atas, yaitu (7) dan (6), diperoleh

AAg+ (AAy —ADA + -+ Ay AV — Ay A" =apgl + aIA + -+ ap_ IV + 127,
(8)

Dengan menyamakan koefisien dari A*pada ruas kiri dan ruas kanan diperoleh n + 1 persaman
sebagai berikut.

0) AAy = qyl dari suku konstan
Q) AA{ — Ay = a4l suku linear

(2) AAy — Aq = a,l dari koefisien A2

n—1) AAp_1—Ap_y=ay_q1 dari koefisien A1
(n) —A,_1=1 dari koefisien A™.

Jika persamaan ke —i dikalikan dengan A%(i > 0)dan menghasilkan n + 1 dan persamaan
berikut

(0) AA, = aol

(1) (AA; —ADA =a,IA

2) (A4, — A)A? = a,1A?
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(Tl - 1) AAy 1 —Ap2 =an4l
(n) _An—l = I
Kemudian ditambahkan, maka jumlah ruas Kiri adalah 0. Sedangkan jumlah ruas kanan adalah
p(A) = apl + a;IA + -+ a,_IA" 1 + JA™ .
Karenanya, p(4) = 0. =

3.2.  Perluasan Teorema Cayley-Hamilton untuk matriks m X n

Teorema 3.
Misalkan

A=[A; A] € R™™ A € R™™M A, € R™=M) (n >m), 9)

dan misalkan pula
p(1) = det[lyd — Ay] = oAl (am =1)

=AM+ ap AT+ -+ adl +ag (10)
adalah polinomial karakteristik dari A4, maka
YiZo @ [ATTT ATTTTIAL] = Oy, (11)

dimana 0,,, adalah matriks nol (m x n).

Bukti:
hr=P§A?M4
- - .0 0 - - O . -
Dengan menggunakan induksi matematika pada k, ikuti langkah berikut.

Untuk k = 1, berlaku
[A1 A1 _ [A% AgAz]
0 o 0 0o I
Asumsikan benar untuk k = n, yaitu

Pertama akan ditunjukkan bahwa [“:)1

[A1 Az]n _ [A{‘ A;;-lAz]
0 0 0 o I
Akan ditunjukkan benar untuk k = n + 1.

[A1 ,42]"‘“1:[A1 AZ]” [A1 A,
0 o 0 0 0 0
:[A'f A'f_lAz] [Al Az]
0 0 0 0
:PT1AM4
0 o !

Jadi terbukti bahwa
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A, A [A’f A’f‘lAZ] _
[0 0 ] =10 0 , untuk k = 1,2,3 ...n. (12)
Dengan menggunakan persamaan (10) diperoleh
det [Im)l —A A ] = A"""Mdet[I,,A — Aq] (13)
0 LA

=AM + @ AT 4+ a4y A+ ag)

= A"+ @ AV 4 @ AL g AT

= Do a Mt
Misalkan A = [“:)1 ":)2] suatu matriks bujur sangkar. Dengan menggunakan Teorema 2,
diperoleh

n+i-m
p@ =3ty Z] =0m  (@n=D. (14)

Substitusi persamaan (7) ke persamaan (14) menghasilkan

n+i-m A;rll+i—m—1A2

p(A) = oa [T 2| = 0 (15)

Dengan hanya mempertimbangkan baris pertama dari persamaan (15) maka diperoleh persamaan
(11).m

Teorema 3 berlaku untuk pada matriks persegi m xn dimana n > m. Untuk kasus
m > n maka digunakan Teorema 4 di bawah ini.

Teorema 4.
. A . . - .
Misalkan A = [Al] € R™"  m > n dan misalkan polinom karakteristik dari A; bentuknya
2
seperti pada persamaan (10), maka

A11n+i—n

}20 a |:AZA1:’ln+l'—n+1 ’ (16)

Langkah untuk membuktikan teorema ini sama dengan langkah-langkah pembuktian Teorema 3.

Bukti:

k k
Pertama akan ditunjukan [A1 O] = A%{_l o
A; 0 AA¥T 0
Dengan menggunakan induksi matematika pada k, perhatikan langkah berikut.

Untuk k = 1, diperoleh
A, 0]1_ Al 0
A4; 0f (4,49 of

Asumsikan benar untuk k = n, yaitu



Nur Erawati, Azmimy Basis Panrita

A, 0-"_[ A} 0
2, 0] " 14,A7 of
Akan ditunjukkan benar untuk k = n + 1, perhatikan bahwa
A, O™ 144 0]” Ay 0]
4, 0] T |4, 0] |4, ©
_[ At 0] Ay 0]
14,47t o]l4z O
AT 0
- [AzArf O]

Jadi terbukti bahwa
A 0]"_[ A%

0
4, 0 ], untuk k = 1,2,3.... 17)

A,A%1 0
Dengan menggunakan persamaan (10) diperoleh

Inﬂ, _Al

0
det| 4, Im_nA]

= 1™ "det[I,,A — A{]
=ym,qAntm, (18)

. A . . .
Misal A = [ Al g] suatu matriks bujur sangkar. Dengan menggunakan Teorema 2 diperoleh
2

m [Al O]m+i_n —0,,, (a,=1) (19)

i=0 Qi AZ 0
Substitusi persamaan (12) ke persamaan (14) menghasilkan

m .
A;n+l—n 0
(20)

Dengan hanya mempertimbangkan kolom pertama dari persamaan (20) maka diperoleh
persamaan (16).m

3.3.  Penerapan Teorema Cayley-Hamilton untuk Nonlinear time-varying System

3.3.1 Sistem Matriks

Teorema Cayley-Hamilton dapat diterapkan pada sistem matriks baik itu sistem matriks
bujur sangkar dan sistem matriks m x n.

Teorema 5.
Sistem matriks A(x,t) memenuhi persamaan
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myaATR(x,t) =0, k=01,... (a,=1). (21)

Perhatikan sebuah sistem matriks A(x,t) dengan jumlah kolom n lebih besar dari jumlah
barism, n > m,

A(x,t) = [A1(x,0) A,(x,t)] € R™*, (22)
Ai(x, t) € R™™  A,(x,t) € RMX—m),
Misalkan
p(A) = det[lA — Ay (x, )]
=AM+ apu A"+ e+ a A+ ag (23)

dimana koefisien a; = a,(x,t),k = 0,1, ...,n — 1 bergantung pada x dan t.

Teorema 6.
Misalkan polinomial karakteristik dari A, (x,t) mempunyai bentuk pada persamaan (23), maka
matriks (22) memenuhi persamaan

Lo @AM () AT TN X, 04206 0] = O (@ = 1), (24)

dimana 0,,,, adalah matriks nol m x n.

Contoh 3.
Perhatikan sistem matriks 2 x 3, yaitu

A(x, t) = [Al(xl t) AZ(‘xl t)] .
_ [e‘tsinxl e %tcosx, xz'sinxl] 25)
~ l—etcosx, sinx, X et
dimanax = [*1  X2]”. Polinomial karakteristik matriks A, (x, t) adalah
p1(A) = det[I A — 1‘31(96, t)] y
— det [/1 —_et sinx; —e ?osxz]
e~ ‘cosx, A — sinx,
=22 — (1 + e Ysinx; A + e~ (sinx; + cos?x,) (26)
= AZ + a1/1 + ao,
dimana
a; = a,(x,t) = —(1 + e Ysinx,

ap = ag(x, t) = e~ t(sin?x; + cos?x,).
Dengan menerapkan Teorema 6 diperoleh

[A3(x,t) A3(x,)A,(x, )] + a;(x, )[A3(x,t) Ap(x, t)Ax(x, )] +
ao(x,)[A1(x,t) Az(x,0)].
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[} (x,t) Af(x, A (x,0)] =
e 3tsin3x; — 2e%tsinx,cos?x, — e " tsinx;cos?x,

cos3x, — e tsin?x,cosx, — e 2tsin’x,cosx, — etsin’x cosx,

e~ *sin?x;cosx, — e 3t(cos3x, — sin®x,cosx,) + e ?tsin®cosx,

—(e™? + e 3Ysinx, cos?x, — e tsinx,cos*x, + sin3x;
e~ *x,sinx cosx, + e3tx;sinx cosx, + e % x,sind3x; — e "tx,sinx,cos?x,
e tx;sin’x; — e 2tx;cos?x, — etx,sin?x cosx, — x,5in*x,c0sX, ]

a; (x, )[A3(x,t) Ay(x,t)Az(x, )] =

—(1+
e\ e ?tsin’x; — e"tcos?x, e 3tsinx,cosx, + e ?tsinx,cosx,
e Y)sinx, ) Zr. )
—sinx,cosx, — e~tsinx,cosx, Xy
“3tx,cosxy + e txy + e_txzsinle]

e~ tx;sinx; — e tx,sinx,cosx,
~2tsin3x, + e tsinx,cos®x, — e

sin’x; — e~ tcos

e

—3tsin3x, + e"?tsinx,cos®x,

2x,c05x, + e~ ?tsin®x;cosx,
2x,cosx, — e 3tsin?x;cosx,
2x,

e
- [sinlecosxz + e~ tsin?x cosx, + e tsin
—e 3tsinx, cosx, — e 2tsin’x,cosx, — e *sin
—sin3x; + e tsinx;cos?x, — e tsinx; + e 2tsinx, cos

—e 3tx; sinx;cosx, — e tx,sinx, — e~ tx,sindx; — e *x;sinx,cosx, — e 2tx,sinx; — e %tx,sin3

—e~tx;sin’x; + e tx,sin?x cosx, — e 2tx sin?x; + e %tx,sin?x cosx,

e tsinx; e ?tcosx, x,sinx;

ao(x, t)[A1(x, t) Ay(x,t)] = e t(sin’x; + cos?x,) [ . ) °
—etcosx, sinx, x.e
e 3tsin?x cosx, + e 3tcos3x;

e %tsin3x; + e ?tsinx cos*x,
e tsin3x; + sinx;cos?x,

[ —sin?x,cosx, — cos3x,
e tx,sind3x, + e‘txzsinxlcoszxz]

e 2tx sin’x; + e %tx cos?x,

Maka
e 3tsin3x, — 2e"%tsinx,cos*x, — e tsinx,cos%x,

[cos3x2 — e~ tsin?x cosx, — e ?tsin®x;cosx, — etsin®x cosx,
e *sin?x cosx, — e 3t (cos3x, — sin®x,cosx,) + e 2tsin’cosx,

—(e7% + e73Ysinx cos?x, — e~ tsinx cos?x, + sin3x;
e~ *x,sinx cosx, + e3tx;sinx cosx, + e %tx,sin3x; — e‘txzsinxlcoszxz]
e tx;sin’x; — e ?tx cos%x, — etx,sin?x cosx, — x,sin’x,cosx,
[ e ?tsin3x; + e~tsinx;cos?x, — e 3tsind3x; + e 2tsinx;cos?x,
sinx;cosx, + e~tsin?x;,cosx, + e~ tsin®x cosx, + e "*tsin’x;cosx,
—e 3tsinx,cosx, — e %tsin’x,cosx, — e *'sin?x,cosx, — e 3tsin?x,cosx,
—sin3x; + e tsinx,cos?x, — e tsin3x; + e ?tsinx;cos’x,
—e 3y, sinx cosx, — e tx,sinx; — e~ tx,sin3x; — e~ *x; sinx cosx, — e %tx,sinx; — e‘“xzsin3x1]
—e~tx;sin’x; + e tx,sin?x,cosx, — e 2tx;sin’x, + e %t x,sin’x; cosx,
[e_Ztsin3x1 + e ?tsinx;cos?x; e 3tsin’x,cosx, + e 3tcos3x,
—sin®x;cosx, — cos3x, e~tsin3x; + sinx;cos?x,
e tx,sindx; + e_txzsinxlcoszxz] _ [0 0 0]

e 2tx;sin’x; + e ?tx;cos%x, 0 00
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Oleh karena itu sistem matriks di atas memenuhi persamaan (24).
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