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Ruang Norm-n dan Ruang Hasil Kali Dalam-n

Muh. Nur*®

Abstrak

Pada tulisan ini, akan dipelajari ruang norm-n dan ruang hasil kali dalam-n. Setelah itu,
menunjukkan bahwa setiap ruang hasil kali dalam-n merupakan ruang norm-n tetapi
sebaliknya tidak berlaku. Dengan menggunakan Hukum jajaran genjang dapat diperiksa
bahwa suatu suatu norm-n dapat di induksi atau tidak dari hasil kali dalam-n. Lebih jauh,
mengkonstruksi hasil kali dalam-n yang bersesuaian digunakan Hukum Polarisasi. Terakhir,
ditunjukkan kekonvergenan pada norm-n mengakibatkan kekonvergenan pada hasil Kali
dalam-n.

Kata Kunci: Ruang norm-n, ruang hasil kali dalam-n, Hukum Polarisasi.

Abstract
In this article, we will study an n-normed space and an n-inner product space. We then show
that every the n-normed space is the n-inner product space but otherwise does not hold. Using
the parallelogram law it can be checked that an n-norm can be induced or not from the n-
inner product. Moreover, constructing the n-inner product corresponds with the Polarization
Law. In adittion, it is shown that the convergence the n-norm implies the n-inner product.

Keywords: n-Normed space, n-inner product space, Polarization Law.

1. Pendahuluan

Pada setiap ruang hasil kali dalam (X, (-,-)) dapat didefinisikan suatu norm vektor

1
(dinotasikan |||, lI*]l : X = R) yakni ||-|] = (-,-)=. Norm vektor merupakan perumuman dari
konsep panjang vektor yang telah dikenal. Dengan pendefinisian norm seperti di atas, dapat
dikatakan bahwa setiap ruang hasil kali dalam merupakan ruang norm, dengan norm yang di
induksi dari hasil kali dalamnya. Namun secara umum, ruang norm bukanlah ruang hasil kali
dalam. Untuk lebih jelasnya lihat [6].

Konsep tentang ruang norm-2 pertama Kkali dikembangkan oleh Géhler [1] pada
pertengahan tahun 1960-an dan ruang hasil kali dalam-2 pertama kali diperkenalkan oleh
Diminnie, Gahler dan White [2] pada tahun 1970. Sementara perumuman untuk ruang norm-n
dikembangkan oleh Gahler di akhir dekade 1960-an dan ruang hasil kali dalam- n dikembangkan
oleh Misiak [5] di tahun 1989.

Dalam tulisan ini pertama akan didefinisikan ruang norm-n dan ruang hasil kali dalam-n
lalu menunjukkan setiap ruang hasil kali dalam-n merupakan ruang norm-n namun tidak
sebaliknya. Lebih jauh lagi kita dapat memeriksa suatu norm-n dapat di induksi dari hasil kali
dalam-n atau tidak dengan menggunakan Hukum jajaran genjang. Apabila norm-n yang
didefinisikan memenuhi kesamaan jajaran genjang, berarti norm-n tersebut dapat di induksi dari
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hasil kali dalam-n. Untuk mengkonstruksi hasil kali dalam-n yang bersesuaian dapat digunakan
kesamaan Polarisasi. Terakhir akan disinggung sedikit mengenai kekonvergenan pada ruang
norm-n dan hasil kali dalam-n.

2. Pembahasan

2.1.  Ruang Norm-n

Misalkan X adalah ruang vektor real berdimensi d dimana d = n. Suatu fungsi bernilai
real yang didefinisikan sebagai suatu pemetaan ||-,---,||: X X --- X X — R, sehingga untuk setiap
X1,X2, ", Xn, ¥, Z € X memenuhi sifat dibawah ini:

1. |lxq, -, x|l = 0 jika dan hanya jika x4, ---, x,, bergantung linear;

2. oy, =, xnll = ||x,, -+ % ||, untuk setiap permutasi (iy, -+, i) dari (1, -+, n);
3. lxg, o xpe, axpll = |alllxq, -+, Xp—1, X, || Untuk setiap @ € R;
4. |xg, - Xpe,y + 2l < llxg, o xp_, VI + 1%, o+, xn—1, ||, disebut sebagai norm-n di
X.
Pasangan (X, ||-,---,||) disebut suatu ruang norm-n.

Sebagai contoh X adalah ruang vektor real berdimensi d dimana d = n. Definisikan
fungsi ||-,---,-|l di X sebagai berikut:

(xn) X\
”xlr"'rxn” = [det< )] (1)

(an xl) (an xn)

merupakan norm-n pada X (lihat [4]). Secara geometris, jika dipilih n = 1 diperoleh |[x;|| =
1
(xq1,%1)2 merupakan panjang vektor X. Untuk n=2 diperoleh
1

|| x1]| = s 11122112 —(x1, %1)?}2  yang mempresentasikan luas jajaran genjang yang
direntang oleh x; dan x, di X. Dengan demikian secara umum [|x, -+, x,, || mempresenatisikan
‘volume’ paralelpedium yang direntang oleh xq,-:-,x,. Dengan menggunakan sifat 1-4 dari

definisi norm-n di atas serta
xl," xn 1,(xn+zaxl) Z

i=1 i=1

(2)

||X1," » Xp— 1'xn” -

maka perhatikan proposisi berikut.

Proposisi 1.
Jika (X, ||+, ---, ||) adalah ruang norm-n maka

1. |lxg, -, x|l = 0 untuk setiap x;, -, x, € X
2. lxg, o xp_, xnll = ||x1,---,xn_1,xn +Z?=_11 aixl-” untuk setiap xq,--,x, € X dan
al, "',an_l € R

2.2 Ruang Hasil Kali Dalam-n

Misalkan X adalah ruang vektor berdimensi d dimana d = n. Suatu fungsi bernilai real
¢, |+ -,y di X™*1 sehingga untuk setiap x;, x5+, x,,,y,Zz € X dan « € R memenuhi sifat-sifat
dibawah ini:
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1 (e, xqlxg, o, xn) 20, (xq,%1]x,+,x,) =0 jika dan hanya jika xq,x5,:,x,
bergantung linear;

2. (xp,xp |xi, % ) = (a1, %1 |22, -+, xp,) UNtuk setiap permutasi (i, -, i) dari 1,---,n);
3.y xqlxg, -, x0) = (X1, Y122, x5
4. (ay' x1|x2' Y xn) = (Z(xl: yle: ) xn>;
5. (y+z,xq1lxp, -, xn) = (¥, x1]x2, -+, xn) + (2, x1]x2, -+, x5,), disebut sebagai ruang hasil
kali dalam-n di X.
Pasangan (X, (-, | -,-++,)) disebut ruang hasil kali dalam-n.

Proposisi 2. (Ketaksamaan Cauchy-Schwarz)
Jika (X, (-, | -,--+,*)) merupakan ruang hasil kali dalam-n, maka

1 1
|(x01 xlleJ Ty xn)l < <x05 XleZ, Ty xn>2 (xll xlleI ot 'xn)z (3)
Bukti:
Ambil sebarang x,, x5, -+, x, € X. Maka untuk setiap A € R

0 < (AXO + xl,AxO + xll.XZ; "'an>
< AZ('XO' x0|x2; Yy xn) + ZA<xOI xlleI Yy xn) + (xlfxlleI rxn>
=pD.
Untuk itu, diskriminan p(2) haruslah tak positif. Akibatnya

4(x01 xlleJ Y xn>2 - 4‘(X0,X1|X2, Y xn)(xlfxlleP Y xn) < 0.
1 1
Aklbatnya |<XO,X1|x2, "';xn)l < (inx0|x2i "';xn>2 (xll xlleF ;xn)z- u

Dengan menggunakan sifat-sifat pada definisi ruang hasil kali dalam-n (X, (- |-, --*,")
dan ketaksamaan Cauchy-Schwarz diperoleh

1
||X1,"',Xn” = <x1:x1|x2"”'xn>2 (4)

adalah norm-n pada X.

Proposisi 3.

Jika suatu norm-n diperoleh dari hasil kali dalam-n maka untuk setiap xg, x1, x5, -, x, € X
berlaku hukum jajaran genjang, yakni ||xg + x5, %5, 0, X, 1% + [1xg — X1, X0, 0, X |12 =
2(llxg, X2, xn |12 + llxq, X2, -+, x,|?) dan kesamaan Polarisasi yakni

(‘xllxllel "‘:xn) = Z( ”'XO + xll‘xZI o :xnllz - ||x0 - xl!xZ! ”'!xnllz) (5)
Bukti:
Diketahui bahwa 1o + X1, X2, X ||? =(xg + X1, Xo + X1 1%, -+, Xp) dan

lxo — X1, %2, -, X ||? = (xo — X1, X0 — X1]%5, -+, x,). Dengan menjumlahkan dan mengurangkan
diperoleh kesamaan yang diinginkan. m

Teorema 1.

Jika (X, (-, | -, ---,-)) adalah ruang norm-n dan ||+, ---, || memenuhi hukum jajaran genjang maka
1

[x0, X1 %2, , xp] = Z( llxo + x1, %2, "':xn”2 = |lxo — x1:x2:"':xn”2) (6)

merupakan hasil kali dalam-n pada X.
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Bukti:
Untuk sifat 1a, 1b, 2 dan 3 langsung dari definisi norm-n. Sekarang tinggal ditunjukkan sifat 4
dan 5. Dari hukum jajaran genjang diperoleh

”u +v +x1;x2:'";xn”2 + ”u +v _x1!x2!"'1xn”2 = 2(”“’ + leZ!"'!xn”Z +
”xlixZI"'lel”z)'

Dengan mengganti nilai v dengan nilai -v setelah itu, kedua persamaan dikurangkan lalu
menggunakan persamaan

Alxg, 21|22, X ] = Nlxg + 21, X5, -+, %0 |17 = lxg — 21, X2, -+, 2 ||?
maka diperoleh
[+ x1, VX2, -, xn ] + [u = 29, |, X0 ] = 2 [w, v]xz, -, x| ()
Misalkan u = x; diperoleh [2u,v|xy, -, x,] = 2 [u, v|xy, -+, x,]. Akibatnya Persamaan (7)
menjadi
[u + xlllezi "';xn] + [u — X1, leZI "';xn] = [Zur lez, ,Xn]. (8)
Misalkan u + x; = x dan —x; = x', maka Persamaan (8) menjadi

[x,v|x2,---,xn] + [x,)leZI""xn] = [Zu'leZf""xn]- (9)

Untuk membuktikan sifat terakhir dibagi menjadi 3 kasus yakni
e Dengan menggunakan induksi matematika dan Persamaan (9) diperoleh
[axg, x1|x5, -+, xn] = alxg, X1|%2, -+, X, ] UNtuk sebarang a € Z*.
Untuk a = 0 diperoleh [0xg, x1 x5, -+, X, ] = 0[xq, X1]x2, -+, Xp].
Untuk a=-m dimana mezZt diperoleh

[(=m)x0, X1 |x2, -+, xn] = m[—x0,x1]%2, -+, %] sehingga
1
[_'Xlelle"”ixn] = Z( ”_xO + xl!xZ!”"xnllz - ”_xO - xl:xZJ'”;xnllz)
1
= Z( llxo — x1, %2, -+, xn |12 = X0 + %1, X2, -+, %5 [1?)
1
= Z( ”'xO + xllel”"xnllz - ”'XO - xl,xz,"';xnllz)

= —[x0, x1[x2, -+, %]
Jadi [(—m)xg, 1| x5, =+, Xp] = —m[xg, x1|X2,++, X, ] dimana me Z*

e Untuk sebarang a = g dimana p,q € Z dan q # 0 diperoleh

S[xo'xﬂxz' e Xn] = S[gxoixﬂxz» "':xn] = s[%xo'xﬂxz: ""xn] =
[sxo'xﬂxz;“':xn]

e Untuk sebarang a € R. Misalkan (a(k)) adalah barisan bilangan rasional yang
konvergen ke a € R. Akibatnya 0 = [0xg, x1|x2, -, X ] = im0 (@ (k) —

a) xg, X1 |x4,++, x,]. Dengan menggunakan kekontinuan norm-n diperoleh
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| L 2
[Jim (@(k) = @) xo, 11l 2| = 3 | Jim (@(h) = @) 0 + 20,20,
1.
2 ||llmk—>00(a(k) - a) Xo — xlrxz;"';xnllz

L1
0 = lim 2 (ll(a(k) = @)xo + x1, %z, -+, Xull = I(@(k) = @)xg — X1, %5, % [|)? =

’li_{glo[(a(k) — )Xo, X1|X2, "+, Xy ]

Dengan kata lain Ilim [a(k)xg, x1 |22, , %] = [axg, x1|x2, -+, xp].
—00

Akibatnya
[ax0'x1|x2i "';xn] = gggo[a(k)xOlelef"'lxn] = Ili_l;loloa(k)[xOfxlleI'"ixn]

= a[xg, X1|x5, -+, X,] uNtuk setiap @ € R.

Jadi [xg, x4 |x5, -+, x,,] merupakan hasil kali dalam-n.m

1.3  Kekonvergenan di Ruang Norm-n dan Ruang Hasil Kali Dalam- n

Barisan (x(k)) di ruang norm-n (X,||-,---,||) dikatakan konvergen ke x € X apabila
untuk setiap x,, -, x, € X, ,lim l|x(k) — x,x5,-+,x,|] = 0. Dengan kata lain vector x disebut

limit barisan (x(k)) apabila untuk setiap &>0 terdapat ny, € N sehingga
llx(k) — x, x5, -+, x| < & untuk setiap k = ng, dikasus ini dituliskan x(k) — x. Misalkan

1
(X, (- ]+ ++,7)) ruang hasil kali dalam-n dan ||xq, -, x,|| 1= (x4, x1|x3, -, x5, )2 adalah norm-n
yang di induksi dari hasil kali dalam-n. Barisan (x(k)) dikatakan konvergen secara lemah ke
x € X (dalam  hasil  kali  dalam-n)  apabila  untuk  setiap  xq,%5,-,x, €KX,

(x(k) — x,x1|x3,++,x,) = 0 bilak — co.

Teorema 2.
Misalkan (X, ||-,---,||) adalah ruang norm-n maka limit dari suatu barisan yang konvergen
adalah tunggal.

Bukti:
Andaikan x dan x' adalah limit dari (x(k)) dimana x # x". Untuk setiap x,,-:-, x, € X, untuk
setiap € > 0 terdapat n, € N sehingga ||x(k) — x, x5, -+, x, || < e dan |[x(k) — x', x5, -+, x,|| < €
untuk setiap k =>n,. Pilih ¢ = %llx — X' Xy, -+, xp|| dimana x,,---,x,,x —x" bebas linear.
Dengan menggunakan sifat norm-n yang ke-4 diperoleh
b = ', 2, 2l = [|(20) = %) + G = x(K)), 2, 20|
< ”x(k) - X', X2, ""xn” + ||X(k) - X, xzr""xn”
< |lx — x', x5, -+, x, || untuk setiap k = n,.

Ini mustahil terjadi akibatnya x = x'. m
Proposisi 4.

Misalkan (X, (-, | -,-+-,)) ruang hasil kali dalam-n. Jika (x(k)) konvergen secara lemah ke-x
dan x'maka x = x'.
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Bukti:
Andaikan x # x'. Dari hipotesis diperoleh  (x(k), xq|x5, -+, xn) = (x, x1|%3, -+, x,) dan
(x(k), x1]|x5, -+, %) = (X', x1|%3, -+, xp,) bila k — oo untuk setiap x4, x5, -+, x,, € X. Karena limit
barisan bilangan real adalah tunggal sehingga untuk setiap xq,x,,:,x, € X,
(x — x', x1|x3, -+, x,) = 0. Kontradiksi dengan Sifat (1b) norm- n, sehingga x = x'.

Dengan menggunakan ketaksamaan Cauchy-Schwarz diperoleh
[(x(k) — x, xq|x3, -, x )| < Nlx(k) —x, %2, , x|l |[xq, X2, -, xp]l. Untuk itu  perhatikan
proposisi berikut.

Proposisi 5.
Jika (x(k)) konvergen ke-x € X dalam norm- n maka (x(k)) konvergen secara lemah ke-x € X.

Kebalikan dari proposisi di atas tidak berlaku. Lebih jauh lihat [3].

2. Kesimpulan

Setiap ruang hasil kali dalam-n merupakan ruang norm-n. Namun secara umum, ruang
norm-n bukanlah ruang hasil kali dalam-n. Dengan hukum jajaran genjang dapat diketahui
apakah suatu ruang norm-n juga merupakan ruang hasil kali dalam-n atau tidak. Dengan
demikian konsep atau sifat yang berlaku pada ruang hasil kali dalam-n belum tentu berlaku pada
ruang norm-n. Kekonvergenan pada norm-n mengakibatkan kekonvergenan pada hasil kali
dalam-n, tetapi sebaliknya tidak berlaku.
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