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MASALAH DISTRIBUSI BOLA KE DALAM
WADAH SEBAGAI FUNGSI ATAU KUMPULAN
FUNGSI

Fauziah Baharuddin®, Loeky Haryanto?, Nurdin *

Abstrak

Penulisan ini bertujuan untuk mendapatkan perumusan banyak cara berbeda dalam masalah
distribusi bola ke dalam wadah, sesuai ketentuan atau syarat yang diberikan pada cara distribusi
atau pada fungsi-fungsi yang terkait dengan distribusi tersebut. Tujuan lainnya adalah memberi
intreprestasi beberapa masalah distribusi bola ke wadah menjadi masalahyang berbeda (tetapi
ekuivalen) ke dalam bahasa matematis.

Kata Kunci : Fungsi, Permutasi, Koefisien Binomial, Partisi Bilangan.

Abstract
The goal of this paper is primarily to obtain the number of different ways in distributing n balls into
k urns subject to some conditions imposed on the balls and the urns as well as on the associated
functions related to the distributions. Another goal is to find distinct interpretations, but equivalent
for each distribution intomathematicallanguage.

Key Words : Functions, Permutations, BinomialCoefficient, Numbers Partition.

1. Pendahuluan

Dalam kehidupan sehari-hari manusia melihat dan mengenali berbagai bentuk objek di
sekitarnya. Sering ada keinginan untuk mengetahui cara-cara sekumpulan objekdapat
diklasifikasikan berdasarkan suatu Kriteria sehingga terjadi partisi atas objek-objek tersebut
menjadi beberapa kelompok yang berbeda dan saling lepas satu sama lain.Lebih jauh, berbagai
masalah nyata dalam kehidupan sehari-hari ternyata ekuivalen dengan masalah menghitung
banyaknya fungsi yang terbentuk berdasarkan ukuran dari kelompok yang berlabel sama.
Masalah yang sejenis atau tidak sejenis di klasifikasi berdasarkan banyak label (yang digunakan
dan tidak digunakan) dan mungkin dengan tambahan beberapa syarat atau kriteria lain.

Obyek-obyek yang akan diklasifikasi seringkali biasa dinyatakan dalam suatu model
sebagai unsur-unsur dari daerah asal atau daerah hasil suatu fungsi(injektif, surjektif, dan
sebagainya). Dalam hal ini, jenis masalah ini dikelompokkan ke dalam masalah pengisan
(occupancyproblem) yang merupakan bagian dari masalah enumerasi dalam teori kombinatorik
dan matematika diskrit. Dalam teori pengisian, unsur di dalam daerah asal fungsi berperan
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sebagai bola yang dimasukkan ke dalam wadah yang diperankan oleh unsur-unsur di dalam

daerah hasil fungsi. *
Dalam masalah pengisian, banyakmasalahpencacahandapatdirumuskan

sebagaimenghitungjumlahdistribusibolake dalam wadah[5]. Himpunan semua fungsi yang
terbentuk sangat tergantung pada asumsi-asumsi atau syarat-syaratyang diberikan sebagai berikut:
1.  Apakah masing-masing bola bisa dibedakan?
2. Apakah masing-masing wadah bisa dibedakan?
3. Apakah fungsi yang diinginkan bersifat 1-1, pada, atau sembarang?

Berdasarkan asumsi atau persyaratan ini, masalah yang akan dibahasterbagi atas 12
submasalah yang bisa dinyatakan melalui skema berikut

Tabel 1. Submasalah untuk distribusi bola ke wadah

Dalam uraian latar belakang dapat diketahui tujuan dari penulisan sebagai berikut:

Tanpa syarat 1-1 Pada (onto)
Kriteria untuk
n = banyak bola
k = banyak
wadah
n berlabel Submasalah 1 Submasalah 2 Submasalah 3
k berlabel (k" fungsi - fungsi)
n tdk berlabel Submasalah 4 Submasalah 5 Submasalah 6
k berlabel
n berlabel Submasalah 7 Submasalah 8 Submasalah 9
k tdk berlabel
n tdk berlabel Submasalah 10 Submasalah 11 Submasalah 12
k tdk berlabel

1. Mendapatkan perumusan banyak cara berbeda dalam masalah distribusi bola ke dalam
wadah, sesuai ketentuan atau syarat yang diberikan pada caa distribusi bola ke dalam
wadah tersebut.

2. Memberi intreprestasi beberapa masalah distribusi bola ke dalam wadah ke bentuk
masalahyang berbeda (tetapi ekuivalen).

3. Merumuskan hubungan antara beberapa konsep matematika yang terkait dengan
masalah distribusi bola ke dalam wadah, sesuai dengan hasil studi literatur.

123 Jurusan Matematika FMIPA Universitas Hasanuddin Makassar, JI. Perintis Kemerdekaan Km.10
Makassar



47
Fauziah Baharuddin, Loeky Haryanto, Nurdin

2. Tinjauan Pustaka
2.1 Fungsi

Fungsi merupakan keadaan khusus dari suatu relasi. Diberikan himpunan Ndan K. Suatu
fungsi fdengan daerah asal Ndan daerah kawan Kdidefinisikan sebagai himpunan pasangan-

pasangan (x, f (x)) dimana x eNdan f(x) e K yang memenuhi syarat:

1. Untuk setiap x eN terdapat f(x) eKsedemikian sehingga (x, f(x)) e f.
2. Untuk setiap (x4, f(x1)) f dan (x,, f(x;)) efberlaku implikasi: jika x; =
x;maka

f(x1) = f(xz2)
Dari semua pasangan tersebut, himpunan Ndisebut daerah asal (domain) dan himpunan
Kdisebut daerah kawan (ko-domain) dari fungsi.

2.2 Permutasi

Dalam matematika, penyusunan obyek yang terdiri dari beberapa unsur dengan
memperhatikan urutan disebut dengan permutasi. Notasi Permutasi k objek dari n objek yang

berbeda dilambangkan , P, , P(n,k) , atau B,"

2.2.1 Permutasi n objek dari n objek yang berbeda

Masalah yang dibahas di sini dapat dipandang sebagai masalah menempatkan n bola
berlabel ke dalam n wadah yang juga berlabel dimana setiap wadah hanya bisa diisi tepat 1
bola.Sehingga berdasarkan Prinsip kaidah perkalian, banyak cara mengisi wadah tersebut
adalah

n(n-1).(n-2)..21=nl_

2.2.2 Permutasi k objek dari n objek yang berbeda, k<n

Masalah memilih k diantara n bola berlabel kemudian menempatkan ke dalam n wadah
yang juga berlabel dimana setiap wadah hanya bisa diisi tepat 1 bola. Banyak cara mengisi wadah
tersebut adalah

n!

nmn—1)n-2)(n—-3) ..(n-k + 1) = n—h!

P(n,k) = 25 12]

2.3 Koefisien Binomial

Definisi 2.1 (Fungsi faktorial)
Didefinisikan

0l'=1
dan untuk setiap bilangan bulat positif n berlaku

nl=n(n-1(n-2)..)Q z M
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Permutasi k dari n dengan »n>k atau P(n k), didefinisikan sebagai banyaknya cara memilih
k obyek yang berbeda dari n obyek yang berbeda dimana urutan obyek sangat diperhatikan.
P(n,k) juga bisa didefinisikan sebagai banyaknya pemetaan satu-satu yang berbeda dari daerah
asal X dengan |X| = k ke daerah hasil Y dengan |Y| = n. Dari definisi ini bisa dibuktikan

Pnk)y=nn—1)(n—2)...(n — k+1). 2

Definisi 2.2 (Koefisien Binomial)
Untuk setiap bilangan bulat tak negatif dengan k dan n dengank < n, bilangan-bilangan bulat.

n n!
(k) ey (3)
disebut koefisien binomial.

Koefisien binomial bisa digunakan untuk mencari banyaknya subhimpunan yang berbeda dengan
banyak elemen k dari himpunan dengan n elemen.

Teorema 2.2 (Binomial)
Untuk setiap a,b € R dan bilangan bulat positif n ,

(a+b)'=3o () 0" (@)

Ada banyak penerapan dari teorema binomial. Misalnya untuk menghitung banyaknya semua
subhimpunan yang dimiliki dari himpunan dengan n elemen,

i (Z) :i (Z) 1517 k= (1+1)"=2",
k=0 =

2.4 Bilangan Stirling

Konsep faktorial k! mensyaratkan k bulat tak negatif. Generalisasi terhadap faktorial k!
dengan k bulat tak negatif dilakukan dengan memperlonggar persyaratan bilangan bulat tak
negatif k menjadi sembarang bilangan real t dan kemudian mengelompokkan atas dua jenis
faktorial sebagai berikut. Untuk setiap bilangan real t dan bilangan bulat positif n,

1. faktorial naik adalah polinom derajat n yang didefinisikan dan diberi lambang seperti

berikut

'8 = ¢t + 1) + 2)...(¢ + n—-1)

2. faktorial turun adalah polinom derajat nberikut

g = et 1)t -2)...t -n + 1).
Dengan faktorial turun, bilangan Stirling jenis pertama s(n,k)didefinisikan sebagai
koefisien dari jumlahan di ruas kanan kesamaan
n

t"=>s(n, kt"

k=0
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sedangkan bilangan Stirling jenis kedua S(n,k)didefinisikan sebagai koefisien di ruas
kanan kesamaan

n
t"=> S(nk)t"
k=0
2.5 Partisi Bilangan

Partisi dari suatu bilangan bulat adalah cara untuk menuliskan bilangan tersebut sebagai
jumlah dari bilangan bulat positif.

Definisi 2.3:

Partisi dari bilangan n adalah sebuah barisan yang diberi lambang

A=<y, Ay, o A > dan memenuhi sifat (5)
I. l’l:/11+/12+...+lk,dan

ii. MN=da>.. > > 1.

Jadi, |A| = ¥¥_, J,adalah bilangan asli yang dipartisi menjadi barisan A.Apabila A adalah
partisi dari n atas jumlahan sebanyak k suku yaitu, A= (1, 4, ..., ;) , dikatakan A adalah partisi-
k. Dalam hal ini, 1 <k <n. (Aigner, 2007)

Par(n) dinotasikan sebagai himpunan semua partisi dari n. Demikian pula Par(n;k)
dinotasikan sebagai himpunan semua partisi -k dari n, ukuran (banyak partisi di dalam) masing-
masing himpunan Par(n) dan Par(n;k) adalah

p(n)=[Par(n)/dan p(n;k)=/Par(n:k)/ (6)

3. Hasil dan Pembahasan

3.1 Distribusi Bola yang Berbeda dan Wadah yang Berbeda Tanpa Mensyaratkan Sifat
Fungsi yang Terkait

Teorema 3.1
Jika masing-masing bola dan wadah bisa dibedakan, banyak cara distribusi n bolab, b,, ..., b, ke

dalam k wadahw,, wy, ..., wy adalah sama dengan banyaknya semua fungsi

f:{by, by, ..., By) = {Wy, Wy, ..., Wi},

yaitu k".
Bukti:
Himpunan semua cara distribusi berkawan 1-1 dengan himpunan fungsi-fungsi f yang
mengawankan setiap b; dengan wdengan mendefinisikan f(b;) = w; jika dan hanya jika bola
bidimasukkan ke dalam wadah w;.Karena wadah untuk setiap bola bisa bebas dipilih salah satu di
antarakwadah, ada sebanyak kpilihan untuk setiap bola. Karena cara memilih setiap bola saling
bebas satu sama lain dan terdapat n bola, dengan menggunakan prinsip perkalian disimpulkan

bahwa banyak cara distribusi bola yang berbeda adalahk". m

3.2 Distribusi Bola yang Berbeda dan Wadah yang Berbeda Sebagai Fungsi Injektif
Teorema 3.2
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JikaN = {bl,bz,..., bn} dan K= {Wl,wz,..., W, } maka terdapat
k™ =k(k —1)(k — 2)...(k —=n +1) fungsi injektif dari N— K.

Bukti:

Untuk k > n, Banyak fungsi injektif f : N— K diperoleh dengan prinsip perkalian dalam
kombinatorik.Karena terdapat k pilihan untuk f(b;), k -1 pilihan untuk f(b,), k —2pilihan untuk
f(bs), ..., dan k — (n — 1) = k —n + 1 pilihan untuk f(b,), maka ada sebanyak k" =k(k —1) ... (k-
n + 1) cara yang berbeda untuk memilih nilai-nilai fungsi, dengan kata lain k" fungsi injektif

yang berbeda. m
3.3 Distribusi Bola yang Berbeda dan Wadah yang Berbeda Sebagai Fungsi Surjektif

Teorema 3.3
Jika masing-masing bola dan wadah bisa dibedakan, banyak cara distribusi n bolab, b,, ..., b, ke
dalam k wadahwy, wy, ..., wy adalah k!S(n, k)

Bukti :
Diberikan fungsi f : N — KPertama kali didefinisikan himpunan

f[w]={b eN|f(b) =w}cN.
Dari definisi, f surjektif jika dan hanya jika untuk setiap w €K, f "[w] #@. Padahal himpunan-
himpunan f ~[w] saling lepas dan gabungannya sama dengan N. Ini berarti himpunan-himpunan f
T wy], 7w, ..., f [w] membentuk partisi pada N sehingga setiap fungsi surjektif
bersesuaian dengan tepat satu partisi semacam. Jika unsur-unsur wy, Ws, ..., Wy diurutkan secara
tetap, maka berdasarkan definisi bilangan Stirling jenis kedua (lihat Fifik Astuti,2013 Definisi 3.2
dan 3.3 misalnya), banyaknya partisi yang berbeda adalah S(n, k). Tetapi untuk urutan wy, w, ...,
w, lain, diperoleh partisi f [ wi], f [ w], ..., f [wd] yang berbeda. Karena ada k! urutan wj,
Wo, ..., Wy yang berbeda, maka total ada k!S(n, k) partisi yang berbeda. Ini membuktikan terdapat

fungsi surjektif yang berbeda. m
3.4 Distribusi Bola yang Tidak Bisa Dibedakan dan Wadah yang Bisa Dibedakan Tanpa
Mensyaratkan Sifat Fungsi yang Terkait

Teorema 3.4
Banyak cara distribusin bola yang tidak bisa dibedakan ke dalam k wadah(yang bisa dibedakan)

adalah
n+k-1
n
Bukti :

Karena masing-masing bola identik atau tidak bisa dibedakan sedangkan wadah bisa dibedakan
maka terdapat asosiasi antara setiap cara disitribusin bola ke dalam k wadah dengan sebuah
untaian biner yang panjangnya n + k — 1 sesuai skema berikut:

No. Wadah 1 | Wadah 2| ... | Wadah k Untaian
Biner Yang Berasosiasi
1.bbb ... bb| - | - | - 111...11000...00
(semua n bola berada di dalam Wadah 1)
2.bbb...b |b | - | - 111...10100..00

(n — 1 bola di dalam Wadah 1, 1 bola di dalam Wadah 2)
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M. - | - |- | bbb ... 000..00111...11
(semua n bola ke dalam Wadah k)

Untaian biner yang bersesuaian dengan suatu distribusi bola diperoleh dengan cara mengganti
lambang bola b dengan bit-1 dan mengganti pagar | (pembatas wadah) dengan bit-0. Jadi
disimpulkan bahwa banyaknya cara distribusi penempatan n bola tak berlabel sama ke dalam
sebanyak k wadah dengan banyaknya untaian biner panjangnya n -k + 1 yang memuat n bit-1.
Berdasarkan rumus koefisien binomial, banyaknya untaian biner panjang n + k— 1 tersebut adalah

(n+k—l]
M = . ]
n

3.5 Distribusi n Bola yang Tidak Bisa Dibedakan ke dalam k Wadah yang Bisa Dibedakan
Dengan Syarat Paling Banyak Satu Wadah Berisi Satu Bola Sebagai Fungsi Injektif

Teorema 3.5
Banyak cara distribusin bola yang tidak bisa dibedakan ke dalam k wadah(yang bisa dibedakan)
dengan syarat paling banyak satu bola dalam satu wadah adalah

()
Bukti :

Dengan syarat tambahan paling banyak satu wadah berisi satu bola, maka n <k. Jika semua k
wadah, namakanwadah x;,wadah X, ... wadah x, disusun secara berurutan dalam bentuk

X1 Xo... Xk,

kemudian lambang x; untuk wadah ke-i yang berisi bola diganti bit-1 dan wadah xjyang kosong
diganti bit-0, maka terbentuk untaian biner panjang k yang banyaknya bit-1 adalah n (banyak
wadah yang berisi) dan banyaknya bit-0 adalah k —n (banyak wadah tidak terisi). Karena untaian
yang berbeda menyatakan distribusi yang berbeda, maka banyaknya distribusi yang berbeda
dalam kasus ini sama dengan banyaknya untaian biner dengan panjang k dan memuat sebanyak n
<k bit 1, yaitu

k
() "
3.6 Distribusi nBola yang Tidak Bisa Dibedakan ke dalam k Wadah yang Bisa Dibedakan

Dengan Syarat Paling Sedikit Satu Wadah Berisi Satu Bola Sebagai Fungsi Surjektif

Teorema 3.6
Banyak cara distribusi n bola yang tidak berlabel dengan k wadah berlabel dengan syarat
paling sedikit satu bola dalam satu wadahadalah

k 1

Isi semua k wadah dengan satu bola, tersisa n —k bola yang akan didistribusikan ke dalam k
wadah. Menurut hasil 3.4, banyak cara mendistribusikan n —k bola ke dalam k wadah adalah
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M)

3.7  Distribusi Bola yang Bisa Dibedakan dan Wadah yang Tidak Bisa Dibedakan Sebagai
Fungsi Surjektif atau Paling Sedikit 1 bola Dalam Wadah

Teorema 3.7
Banyak cara distribusi n bola yang berlabel dengan k wadah yang tidak berlabel dengan syarat
paling sedikit satu bola dalam satu wadah adalah

Sn,k

Bukti:
Misalkan f : N — Kdan didefinisikan himpunan

f[w]={b eN|f(b) =w}cN.
Jelas f surjektif jika dan hanya jika untuk setiap w €K, f ~'[w] #&. Padahal himpunan-himpunan f
~[w] saling lepas dan gabungannya sama dengan N. Ini berarti himpunan-himpunan f [ w]
dengan w €K membentuk partisi pada N. Jadi, banyaknya partisi yang berbeda adalah bilangan
stirling jenis kedua S(n, k).

3.8 Distribusi Bola yang Bisa Dibedakan dan Wadah yang Tidak Bisa Dibedakan Tanpa
Mensyaratkan Sifat Fungsi yang Terkait

Teorema 3.8
Banyak cara distribusi n bola yang berlabel dengan k wadah yang tidak berlabel adalah

k
(2.
j=1
Bukti:

Misalkan N = {by, b, ..., b,} dan K adalah sembarang himpunan dengan |K| = k. Setiap distribusi
bola berlabel ke dalam k wadah akan menyebabkan N terpartisiatas j subhimpunan, di mana j
{1, 2, ..., k} menyatakan banyak wadah yang terisi dan k <n.

Misalkan j tetap. Akan dihitung banyaknya semua distribusi yang bersesuaian dengan partisi pada
himpunan N atas j subhimpunanj € {1, 2, ..., k}

Setiap partisi pada N atas j subhimpunan bersesuaian dengan sekumpulan fungsi di mana setiap
fungsi f di dalam kumpulan ini memiliki sifat: hanya terdapatjnilai yang berbeda, katakan iy, i, ...,
ij sehingga ke-j subhimpunan yang saling lepas tersebut adalah f(i;),f '(iz), ..., f"(ij)danf *(i,))u
(iU ...Uf (i) = N. Dengan Kkata lain, f™(i),f (i), ..., f*(ijmembentuk partisi pada himpunan
N atas j subhimpunan.

Karena setiap partisi pada N atas j subhimpunan bersesuaian dengan satu fungsi sedangkan setiap
fungsi bersesuaian dengan satu cara distribusi, maka setiap partisi pada N atas j subhimpunan
bersesuaian dengan satu cara distribusi, padahal berdasarkan Teorema 2.3 tentang bilangan
Stirling jenis kedua, banyak partisi yang berbeda pada himpunan dengan n unsur atas j
subhimpunan adalah S,

Kesimpulannya, untuk suatu nilai j yang tetap, banyak distribusi yang berbeda adalah S,;. Tetapi
karena ada sebanyak kkemungkinan nilai j € {1, 2, ..., k} atau j = min {nk}, maka banyak
distribusi bola tak berlabel ke dalam sebanyak k <n wadah yang berlabel adalahS,; + S, + ... +

Sn,k- |
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3.8 Distribusi Bola yang Bisa Dibedakan dan Wadah yang tidak Bisa Dibedakan Sebagai
Fungsi Injektif atau paling banyak 1 bola dalam wadah

Teorema 3.9
Jika n < k maka banyak cara distribusin bola yang bisa dibedakan kedalam k wadah yang tidak
bisa dibedakanadalah 1 tetapi Jika n > k maka solusi 0.

Bukti:

Misalkan n bola berlabelb,, b,,..., b, didistribusikan ke dalam k wadah tidak berlabel dan paling
banyak satu bola di dalam 1 wadah.Jika n >k, maka distribusi bola tidak mungkin terjadi dan
jikan <k, maka hanya ada satu macam distribusi:setiap bola masuk ke dalam n di antara k wadah.

3.9 Distribusi Bola yang Tidak Bisa Dibedakan dan Wadah yang juga Tidak Bisa Dibedakan
Sebagai Fungsi Surjektif atau paling sedikit 1 bola dalam wadah

Teorema 3.10

Banyak cara distribusin bola yang tidak bisa dibedakan ke dalam k wadah yang juga tidak bisa
dibedakan dengan syarat paling sedikit 1 bola dalam wadahadalah

'k
Bukti p(n )

Karena semua k wadah terisi, maka banyaknya keluarga fungsi-fungsi surjektif dengan daerah
asal N dan daerah hasil K dengan kesamaan sifat: memiliki k nilai iy, iy, ..., iyyang berbeda.

Setiap distribusi mendefinisikan satu partisi terhadap bilangan n sebagai jumlahan k bilangan-
bilangan, katakan n =<y A, ..., MA>artingya n = A + A, + ... + A, (lihat Definsi 2.3) sebab ada
sebanyak A; bola yang bernilai i;, ada sebanyak A, bola yang bernilai iy, ..., ada sebanyak A, bola
yang bernilai i,. Jadi banyak cara distribusi n bola tak berlabel ke dalam k wadah tak berlabel
dengan setiap wadah berisi paling sedikit satu bola adalah p(n; k).

3.11 Distribusi Bola yang Tidak Bisa Dibedakan dan Wadah yang Tidak
Bisa Dibedakan Tanpa Mensyaratkan Sifat Fungsi yang Terkait

Teorema 3.11
Banyak cara distribusin bola yang tidak bisa dibedakan ke dalam k wadah yang juga tidak bisa
dibedakanadalah

Kk
_ 2, p(n:j)
Bukti: i=1

Jika hanya j wadah yang terisi, maka banyak cara distribusi n bola tidak berlabel ke dalam k
wadah juga tak berlabel adalah banyaknya keluarga fungsi-fungsi dari N ke K dengan kesamaan
sifat: memiliki j nilai iy, iy, ..., ijyang berbeda. Setiap nilaimendefinisikan satu partisi terhadap
bilangan n sebagai jumlahan j bilangan-bilangan, katakan n = A.4,..; (artinyan =24, + A, + ... +
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A;, lihat Definsi 2.3 yang berarti ada sebanyak A, bola yang bernilai i;, ada sebanyak A, bola yang
bernilai i,, ..., ada sebanyak A; bola yang bernilai i.

Kriteria untuk Tanpa syarat 1-1 Pada (onto)
n = banyak bola
k = banyak wadah
n berlabel K" n k!S(n, k)
k berlabel
n tdk berlabel n+k—=1 k n-1
k berlabel N N (k _1)
n berlabel k Banyak cara
k tdk berlabel (an,jj adalah 0 jika n S“!k
= >kdan 1 jika n <k.
n tdk berlabel k Jika n >kmaka .
k tdk berlabel Z p(n; J) solusi 0Jika n <k, p(n’ k)
= maka solusi 1

Jadi banyak cara distribusi n bola tak berlabel ke dalam k wadah tak berlabel, hanya j <k wadah
yang terisi adalah p(n; j). Karena ada sebanyak k kemungkinan nilai j = 1, 2, ..., k maka banyak
cara distribusi n bola tak berlabel ke dalam k wadah tak berlabel adalah

p(n; 1) +p(n;2)+..+p(n; k). =

3.12 Distribusi Bola yang tidak Bisa Dibedakan dan Wadah yang TidakBisa
Dibedakan Sebagai Fungsi Injektif

Teorema 3.12
Jika n <k maka banyak cara distribusin bola yang tidak bisa dibedakan kedalam k wadah yang
juga tidak bisa dibedakanadalah 1 tetapi jika n > k maka solusi 0.

Bukti:

Misalkan n bola tak berlabel didistribusikan ke dalam k wadah tidakberlabel dan paling banyak
satu bola di dalam 1 wadah. Jika n >k, maka distribusi bola tidak mungkin terjadi dan jika n <k,
maka hanya ada satu macam distribusi, setiap bola masuk ke dalam n di antara k wadah.

|
4. Penutup
4.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan dan studi literatur terhadap analisis keterkaitan konsepdistribusi bola ke
dalam wadahmaka diperoleh hasil-hasil berikut:
1. Banyak cara berbeda pada distribusi bola ke dalam wadah bisa dibagi ke dalam 12
submasalah, sesuai ketentuan atau syarat yang diberikan. Solusi setiap masalah bisa

digambarkan oleh tabel berikut.
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2. Setiap cara distribusi bersesuaian dengan satu fungsi atau dengan satu keluarga himpunan
fungsi-fungsi yang saling lepas. Untuk setiap submasalah, banyak fungsi atau banyak
keluarga fungsi-fungsi memiliki penafsiran dan interpretasi masing-masing. Misalnya satu
keluarga fungsi-fungsi bisa diinterpretasikan sebagai partisi terhadap sebuah bilangan bulat
positif.

4.2 Saran

1. Diharapkan ada penelitian lanjutan yang lebih mendalam pada salah satu submasalah.

2. Perlu dikaji lebih jauh berbagai kemungkinan interpretasi nyata, bukan sekedar interpretasi
matematis dari setiap submasalah distribusi bola ke dalam wadah.

3. Perlu digali lebih jauh hubungan antara banyaknya cara distribusi bola ke dalam wadah

dengan banyaknya cara mengambil bola dari dalam wadah, dengan hubungan antara

banyaknya cara distribusi bola dengan teori peluang.
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