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Sifat-sifat Ruang Banach Hom (U, V)

Muhammad Zakir *

Abstrak
Tulisan ini membahas tentang himpunan operator (pemetaan) linier dari ruang vektor U ke ruang vektor
V yang dilambangkan dengan Hom (U, V), ditunjukkan bahwa himpunan tersebut adalah ruang vektor
dan membentuk ruang bernorma yang lengkap, atau suatu ruang Banach, selanjutnya sifat-sifat ruang
Banach tersebut akan dibahas.

Kata Kunci:Ruang Vektor, operator linier, Ruang Norm, Ruang Banach.

Abstract
This paper discussed a set of linear operator (mapping) froma vector space U to a vector
space V, which denoted by Hom (U, V).It is shown that the set is a vector space and formed a
complete norm space, or formed a Banach space. The properties of that Banach space also
discussed.

Keywords:Vector space, Linier Operator, Norm space, Banach space.

1. Pendahuluan

Ruang Banach adalah ruang norma yang lengkap, sedang ruang norma adalah ruang vektor
yang dilengkapi dengan fungsi norm, selanjutnya kelengkapan suatu himpunan adalah bila untuk
sebarang barisan Cauchy dalam himpunan tersebut konvergen ke himpunan tersebut. Dalam
bagian pendahuluan ini akan diperkenalkan beberapa definisi dan teorema yang mendukung
materi yang akan dibahas.

Definisil.1. Misalkan U adalah ruang vektor atas lapangan F pemetaan ||.||: U — R disebut
norma dari U bila memenuhi:

a. |lx|| = 0 untuksetiap x € U

b. Jikax €U dan||x]| =0 makax =0

c. |lax]|l = |a||lx|| untuk semua x € U dan a € F
d.lx+yll < lxll + vl

Pasangan ruang vektor U dengan norma disebut ruang bernorma, yang biasanya dilambangkan
dengan (U, ||.|). Sebagai contoh adalah ruang F™ = {(xy, x5, X3, ... X,,)|x; € F}, adalah ruang
vektor dengan operasi :

x+y=(x+y)+Gz+y)++ nt+ )

ax = (axq + ax, + -+ axy)
Untuk semua a € Fdanx = (xq,X2,X3, .. ,Xn), V= 1,Y2,¥3 - ,¥n), Selanjutnya bila
didefinisikan x|l = (E241x;1%)*/2, maka dapat dibuktikan bahwa fungsi tersebut
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mendefinisikan norma di ruang vektor F™ = {(x1, x5, X3, ... X,)|x; € F}, sehingga (F™,||.1])
adalah ruang bernorma.

Definisi 1.2.Barisan(x,,) disebut barisan Cauchy bila untuk setiap &> 0 terdapat N € N
sedemikian sehingga untuk setiapn,m > N berlaku d(x,, x,,) < €

Barisan (%) adalah barisan Cauchy di R dengan metrik d(x,y) = |x — y|

Definisi 1.3.Misalkan U adalah ruang bernorma atas lapangan F . Ruang bernorma yang
lengkap disebut ruang Banach.

Definisi 1.4.Misalkan U dan V adalah ruang vektor atas lapangan F. Himpunan semua
pemetaan linier dari ruang vektor U ke ruang vektor V disebut Hom (U, V)

Teorema 1.1.Untuk setiap barisan konvergen di X adalah Cauchy.

Bukti.

Misalkan (x,,) adalah barisan di X dengan lim,_ x, = x, dan misalkan € > 0 maka terdapat
bilangan asli N € N sedmikian hingga berlaku d(x, x,,) <§ untuk setiap n > N, akibatnya

untuk n,m >N berlaku d(x,, xp) < d(x;,, x) +d(x,x,) <¢, jadi (x,)barisan Cauchy.

2. Pembahasan

Misalkan U,V adalah ruang vektor atas lapangan F , pada sesi ini akan dibahas tentang sifat-sifat
dari  himpunan Hom(U,V) ={T |T:U — V, T pemetaan linier terbatas}, akan
dibuktikan bahwa Hom(U, V) adalah ruang bernorm yang lengkap, sehingga Hom(U, V) adalah
ruang Banach, selanjutnya akan dibahas secara detail tentang sifat-sifat ruang Banach tersebut.

Definisi2.1. Misalkan U dan V adalah ruang vektor atas lapangan F dan T adalah pemetaan
dari ruang vektor U ke V. T disebut pemetaan linier jika dan hanya jika T(ax + By) = aT(x) +
B(y) untuk setiap x,y e Udana,B € F

Teorema 2.1. Misalkan T tarnsformasi linier dari ruang vektor U ke ruang vektor V, Jika T
kontinu pada stu titik maka T kontinu pada U.

Bukti.

Misalkan T kontinu pada x, , misalkan diberikan ¢ > 0 terdapat § > 0 sedemikian sehingga
|IT(xo) —T(x)|| < € dimana |lxo— x|l < 6 . Misalkan x; € U maka untuk setiapa x € U
dengan |lxo — x|| < & berarti ||xg — (x —x1 +x)Il = | x1 —x || < & dan ||T(xy) —T(x)|| =
IT (%) — T(x — x4 + x0)|| < &, maka terbukti T kontinu pada x;, karna x; vektor sebarang
pada U maka T kontinu pada U.

Definisi2.2.Misalkan U dan V adalah ruang vektor atas lapangan F dan T adalah pemetaan
linier dari ruang vektor U ke V. T disebut pemetaan linier terbatas jika dan hanya jika
{T(x):|lx|]| < 1} adalah himpunan bilangan real terbatas. T disebut terbatas jika dan hanya
jika terdapat bilangan real M sedemikian sehingga ||T(x)|| < M dimana || Tx || <1
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Teorema 2.2.Misalkan T tarnsformasi linier dari ruang vektor U ke ruang vektor V,
Transformasi linier T kontinu pada U jika dan hanya jika terbatas..

Bukti.
Misalkan T kontinu pada U, maka T kontinu pada 0 karna T(0) = 0 , terdapat § > 0 sedemikian

sehingga IT(x)ll < 1 dimana || x || < 8. Misalkan || x | < 1 maka [[56x || =36l xll < 6
dan ” T(%6x) || < 1. Akan tetapi T G 6x) :% ) dan
1T Il = |37Gox) || =3|| 7Gox)|| <5 jadi T terbatas.

Sebaliknya jika T terbatas, akan dibuktikan T kontinu pada U, dengan memanfatkan teorema 1,
cukup dibuktikan T kontinu di titik 0. Bila diberikan € > 0 dan M sedemikian sehingga berlaku
I T(x) || <Mbila || x || <1.Pilih§ > 0 sedemikian sehingga M < €. Jika || x || < & maka
67 x ||l= 67| x| < 1 dan || 57 x || < M. Selanjutnya untuk || x || < & maka diperoleh
NTC) | =116TE )| =6|T6 %) || < M <e  jadi T kontinu pada titik 0, dari
Teorema 1, berarti T kontinu pada U

Definisi2.2.Misalkan U dan V adalah ruang vektor atas lapangan F dan T adalah pemetaan
linier dari ruang vektor U ke V. Didefinisikan suatu bilangan real non negatif :

IT1|= sup{lITCOIl : llx|l < 1} @
Disebut norma T, dalam bentuk lain penulisan sbb:

ITII=sup{lITCIl = llx]l = 1} (2)

nﬂpswﬂﬁﬁﬁerdmlxio} 3)

T||l=inf{M=0: ||ITX)|<Ml|x|, VxeU }

4)

ITEOI=IT M x]l . vxeU

Definisi 2.3.Misalkan T; dan T, adalah tranformasi linier dari ruang vektor U ke ruang vektor V
dan misalkan a € F, didefinisikan operasi jumlah dan perkalian skalar pada pemetaan linier
T, + T, dan aT dari ruang vektor U ke lapangan F sbb:
(Ty + To)(x) = Ty(x) + To(x)
(aT)(x) = aT(x) untuk setiap x € U.

Teorema 2.3. Misalkan himpunan Hom(U,V) adalah himpunan semua transformasi linier
terbatas dari ruang vektor U ke ruang vektor V adalah ruang vektor, dan pemetaan linier
T ke ||T|| norm pada Hom(U,V), selanjutnya jika V ruang Banach maka Hom(U,V) juga
ruang Banach.

Bukti.

Akan dibuktikan bahwa Hom(U,V) adalah ruang vektor dengan cara menunjukkan bahwa
S+Te€eHom(U,V) dan aT € Hom(U,V) untuk setiap S,T € Hom(U,V), a € F. Dari
persamaan (5), jika ||x|]] <1 maka:

IS +DEI = ISG) + Tl

ISCOIl + ITCOI

IISIHIxI] + [T {Ix]
< ISl + [Tl

IA A
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Maka terbukti bahwa (S+T)€ Hom(U,V) dan ||[S+T| < |IS||+||T|l. Oleh karna
1@ = llaT (x)|| = |a||IT]]. Akhirnya akan ditunjukkan bahwa T € Hom(U,V) dan
IIT]l = 0. Dari persamaan (5) , ||[T(x)|| =0 dan T(x) =0 untuksemua x € U, jadi T =0,
jadi lengkaplah bahwa himpunan Hom(U,V) adalah ruang vektor atas lapangan F. Selanjutnya
akan ditunnjukkan bahwa Hom(U,V) adalah ruang Banach, berarti akan ditunjukkan bahwa
Hom(U,V) adalah ruang yang lengkap, yang berarti akan ditunjukkan bahwa sebarang barisan
Cauchy di Hom(U,V) akan konvergen ke Hom(U, V). Misalkan sebarang barisan Cauchy di
Hom(U,V) , artinya bila diberikan € > 0 maka untuk setiap n,m > N untuk suatu N bilangan
asli akan berlaku ||T,, — T, |l < €. Misalkan x € U dan jika n,m = N maka diperoleh :

1T, (x) = T (Ol = (T, — Tn) I
< (T, — T) I
<ell x| (6)

Jadi terbukti bahwa (T;,(x)) adalah barisan Cauchy di V, karna V lengkap maka (T, (x))
konvergen. Misalkan :

T(x) = limy,e, T (%) (7
Karna x sebarang di U maka T adalah pemetaan dari ruang vektor U ke ruang vektor V,
selanjutnya akan ditunjukkan bahwa T € Hom(U,V) dan T = lim;,_. Ty -
Misalkan x,y € U dan a, 8 € F maka dari persamaan (7), linieritas T,, maka diperoleh :

T(ax + By) = T(x) = lim Ty (ax + By)
= lim (aT(O) + BT ()
= @lim T,0) + B lim T, ()

= aT () + BT()
Jadi T linier.

Terakhir untuk semua x di U dan semua bilangan positif n, dari persamaan (7)
diberikan :

T(x) = To(x) = (lim (T (x)) = Tn(x)
= (T}li_rgo(Tm(x) - Tn(x))
Jadi [|T(x) — T (Ol = limpyy o0l T (x) = T (|

Tetapi dari persamaan (6) sehingga diperoleh :
IT ) — T GOl < ellxll (8)

Untuk semua x di U dan semua n > N . Dari persamaan (5) dan (8) diberikan untuk setiap x
di U maka diperoleh :

ITCOIl < [IT(x) = Ty Ol + I Tn GOl
< ellxll + 1T CO x|l

= (e + ITwllllxl
Karna T pemetaan linier terbatas maka T € Hom(U,V). Selanjutnya dari persamaan (8)
bila diberikan :
IT — Toll = sup{lIT(x) = Tl : llxll <1} untuk semua  n >N, atau

lim,_. T, = T .Oleh karna sebarang barisan Cauchy di Hom(U, V) konvergen, maka
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terbukti bahwa ruang Hom(U,V) lengkap sehingga ruang Hom(U,V) adalah ruang
Banach.

Teorema 2.4. Misalkan U, V, W adalah ruang vektor atas lapangan F, jika T € Hom(U,V) dan
Se Hom(U,V)makaSoT € Hom(U,V)dan |[SoT| < [ISIIITII

Bukti.
Dapat diperipikasi bahwa S o T tranformasi linier . Untuk semua x € U, dari  (5)
diberikan :
IS e YOI = ST )
< ISIT Gl
< [ISTNT Il

Maka terbukti bahwa S oT € Hom(U,V) dan ST < ||S||||IT]|

Teorema 2.5. Misalkan T transformasi linier tidak nol dari ruang vektor U kw ruang vektor V.
T satu-satu dan T~! terbatas jika dan hanya jika terdapat bilangan real positip m sedemikian
sehingga [|T(x)|| = m untuk setiap x € U dengan [|x]| = 1

Bukti.
Misalkan T satu-satu dan T~ € L(U,V) karna U # {0}maka ada T~! =0 dan
memenuhi ||T~|| > 0. Misalkan x € U dengan ||x|| = 1 maka:
1= |||l
= IT"H(T )l
< IT7HIIT

Sehingga diperoleh ||T(x)|| = ||T 72|71

Sebaliknya jika terdapat m > 0 sedmikian sehingga ||T(x)|| =m untuk ||x|| = 1.
Perhatikan bahwa ||T'(x)|| = m||x|| untuk semua x € U (karna jika x # 0 maka
Mlx|I72)I"t = 1), berarti T satu-satu. Misalkan y €V dan x =T~1(y). Maka

y=T@) dan [T Q) = lIxll < —IT@I =yl berarti T~ € LV, W).

Teorema 2.6. Misalkan (x,,) dan (y,,) adalah barisan dalam ruang vektor U atas lapangan F
dengan lim,,_,, x,, = x danlim,_, ¥, = y, dan misalkan («,) ad lah barisan di F dengan
lim,,_ a, = a. Maka lim,,_,,, (x, +y,,) = x + y danlim,,_,,, a,x, = ax demikian juga
limy, oo [l | = [l]I

Bukti.
Misalkane > 0, terdapat bilangan bulat N,M sedemikian sehingga ||x — x,|| < %s untuk semua

n=>N dan |y —y,l < %g untuk semua n = M. Pilih L = maks {N, M}, untuk semuan > L
berlaku :

G +¥) = G + ¥l = 1 = 2x0) + (v = y)l
S NG =x) + (v =yl
< lx = xnll + 1y = yall
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<e
Maka terbukti bahwa lim,, o (X, +v,) =x +y

Selanjutnya misalkan 0 <t < 1, terdapat bilangan bulat L sedemikian sehingga ||x — x,|| <t
dan [|la — a,|| < t, untuk semua n = L. Untuk semuan = L berlaku ;

cnll < lloxn, — xIl + llxll < 1+ ||
Dan

lax — apxpll = lla(x — x,) + (@ — ap)xq,ll

< fla(x = x|l + [I(a — az)xull
= lalll(x — x )1l + [(a — a)|llxnll
< (la| + lIx][ + 1)t

Bila diberikan £ > 0, Misalkan t = min{1, e(|a| + ||x|| + 1)~!}, maka terbukti bahwa terdapat
M sedemikian sehingga [lax — a,x,|l < & untuk semua n = M. Terbukti lim,,_,, a,x, = ax
akhirnya telah diketahui bahwa |||x|| — ||x, ]l < llx — x|l dan lim,_ e [lx,l = x|

Teorema 2.7. Misalkan W adalah subruang vektor dari U dan misalkan T,, adalah transformasi
linier pada W ke ruang Banach V , maka terdapat dengan tunggal pemetaan linier T dari W ke V

sedeminian sehingga T (x) = Ty (x) untuk setiap x € W dan selanjutnya ||T|| = || Ty |l.

Bukti.

Misalkanx € W, berarti terdapat barisan (x,) di W sedemikian sehingga lim,,_,, x, = x, maka
barisan (x,,) adalah barisan Cauchy. Oleh karna ||To(xmm) — To()Il = | To(xm — x )| <

| Toll|2, — x5l hal ini berarti (Ty(x,)) juga barisan Cauchy dan (T,(x,)) konvergen ke V
karna V adalah ruang Banach. Misalkan (y,) adalah sebarang barisan di W dengan
lim,_o v, =y, maka (Ty(y,)) juga konvergen . Akan dibuktikan bahwa lim,,_,, To(x,) =
limy,_,c, To(yn)- Diketahui bahwa [|To(xn) — To()ll < [ITollllxn — ¥nll. karna limy,,ellyn —
Xp/l =0 maka  lim,e||To(v) — To(y)Il = 0 dari teorema 6  diperoleh
lim,, 0 To(x,) =lim,,_o To(y,) . Sekarang didefinisikan pemetaan T dari W ke V vyaitu
T(x) =lim,_, To(x) dimana x € W dan barisan (x,) adalah barisan di W dengan
lim,_,, X, = x . Selanjutnya akan dibuktikan T memenuhi teorema pertama misalkan x € W,
jika x, = x untuk setiap n € N, maka lim,,_,,, x, = x dan karna Ty (x,,) = To(x) untuk setiap
n € N, sementara itu diketahui T'(x) = lim,,_,o, Tp (x,) = Ty (x). Selanjutnya misalkan x,y € W
dan a,f € F, jika barisan (x,) dan (y,) adalah barisan di W dengan lim,,_,,, x, = x dan
lim,,_,. ¥, =y dari teorema 2.6 diperoleh lim,,_,, ax, + By, = ax + By, tetapi ax,, + By, €
W dan sekali lagi dengan teorema 2.6. diperoleh :

T(ax + By) = 7111—{{)10 To(axp + Byn)
= rlli_r)lgo(aTO (xn) + BTy (Yn))
aT (x) + BT (x)

Jadi T linier.

Terakhir misalkan x € W dengan ||x|| < 1. Jika barisan (x,) adalah barisan di W dengan
lim,, . x, = x dari teorema6dipunyai||To (X, )|l < lITollllxoll untuk n € N dari teorema 2.6
diperoleh :

IT Ol = limy e To(Xp) < limysoo [ Tolllln |l < [IToll  Jadi terbukti T terbatas dan
ITI < |IT,ll maka :
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IToll = sup{lITo()|l: x € W dan ||x|| < 1}
= sup{[|T(x)|: x € W dan ||x|| < 1}
< sup{|IT(x)|:x € W dan ||x| < 1}
= |IT|l

Jadi || Toll = |ITl
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa T tunggal. Misalkan T; adalah transformasi linier
dari W ke V sedemikian sehingga T;(x) = To(x) untuk semua x € W. Misalkan
x €W dan misalkan pula barisan (x;,) di W sedemikian sehingga lim,_. x, = x.
Karna T; kontinu pada W maka lim,_ . T;(x,) = T;(x). Definisikan T(x) =
lim,,_,,, To(x,) dan diketahui Ty(x,) = T;(x,) untuk setiap n € N konsekwensinya
T(x) = T,(x), maka terbukti T = Tj;.

3. Kesimpulan/Saran

Himpunan operator (pemetaan) linier dari ruang vektor U keruang vektor V yang dilambangkan
Hom(U,V) membentuk ruang bernorma yang lengkap, sehingga himpunan tersebut juga
membentuk ruang Banach.
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