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Getaran Selaput Melingkar pada Persamaan
Gelombang Dua Dimensi dalam Koordinat Polar

M.Saleh AF, Nurul Muslihat!

Abstrak

A first, we used our knowledge of Fourier series to solve several interesting boundary value
problems by the method of separation of variables. The success of our method depended to a
large extent on the fact that the domains under consideration were easily described in
Cartesian coordinates. In this paper/research we address problems where the domains are easly
described in polar and cylindrical coordinates. Spesifically we consider boundary value
problems for the wave, heat, Laplace and Poisson equation over disks or cylinders. Upon
restating these problems in suitable coordinat systems and separating variables, we will
encounter new ordinary differential equations, Bessel’s equation, whose solutions are called
Bessel function in ways analogous to Fourier series expansions. The vibrations of the
membrane are governed by the two-dimensional wave equation, which will be expressed in
polar coordinantes, because these are the coordinates best suited to this problem. Finally, we
will solve the two dimensional wave equation in polar coordinates (general case).

Kata Kunci: Wave equation, Bessel-Fourier, superposition-principle, vibration
membrane, circular.

1. Pendahuluan

Dalam pembahasan ini banyak melibatkan rumus-rumus atau sifat-sifat matematika, serta
manipulasi aljabar, sehingga perlu ketekunan dan referensi yang memadai. Beberapa teorema
atau sifat—sifat yang secara implisit akan digunakan dalam pembahasan ini.

Teorema 1. (Persamaan parametrik Bessel)
Persamaan parametrik Bessel orde p (p = 0), dinyatakan sebagai
x2y(xtxy'(x) + (Ax? = p?)y(x) = 0

dengan solusi J,, (% x), a>0, A=2,;= %] =12,

Teorema 2. (Otogonalitas dari Fungsi Bessel)
Untuk p = 0 dan a > 0, maka berlaku
@) 3 o (Apj2)p (Apiex)x dx = 0, untuk j # k,

2 .
(b) an]T%(Apjx)x dx = a?]z%+1(apj), Ap] = %’] = 1'2' cen
Koefisien Fourier dapat dihitung melalui formula Euler berikut. Misal deret Fourier
berbentuk
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f(x) = ap + Xp=1(a, cosnx + b, sinnx).

Untuk mendapatkan koefisien a,, dilakukan dengan mengintegralkan kedua ruas pada f(x),
kemudian diselesaikan. Untuk mendapatkan koefisien a,, dan b,, dilakukan dengan mengalikan
kedua ruas pada f (x) dengan cosm8, m = 1, kemudian di integralkan

Deret Bessel orde p dinyatakan sebagai f(x) = Y72, 4;/,(4,;x), dengan fe[0, a]. Untuk
mendapatkan koefisien A;, dilakukan dengan mengalikan kedua ruas pada f dengan J, (Apkx)x,
kemudian diintegralkan.

Definisi 1. (Fungsi Periodik)

Jika f fungsi periodik dengan priode T = 2p > 0 dan misalkan g(x) = f (%x), maka g(x +
2m) = f(%(x + 27T)) = f(%x + Zp) = f(%x) = g(x).
Laplacian dalam bentuk polar dinyatakan sebagai:

2 2
gy o P 10w 1 0%
Au_vu_ar2+r6r r2062°

2. Pembahasan
Dengan menggunakan polar Laplacian, persamaan gelombang dua dimensi dinyatakan
sebagai
2y2 Qu_ 2(Pu 10w 1 0%
cVu = oz € (6r2 tra e 662)'

Selanjutnya akan dicari solusi dari persamaan tersebut dalam koordinat polar yang memenuhi
syarat awal dan syarat batas sebagai berikut

9%u _ 5 (8%u  10u , 1 0%u
I (67 ror  r? W)
dengan 0<r<a, 0<60<2m, t>0.

Syarat awal (displacement and velocity) masing-masing adalah

1)

u(r,6,0) = f(r,0) & 2(r,0,0)=g(r,0)| 0<r<a,0<f<2r  (2)

Syarat batas

u(a,6,t) =0(,0<0<2m, t>0 (3)

Karena 8 sudut polar dengan periode 2w, maka u(r,6,t) = u(r, 8 + 2m, t), akibatnya,
u(r,0,t) = u(r,2m, t) dan Z—Z (r,0,t) = Z—Z (r,2m,t) 4)

Pertama-tama, menyelesaikan problem (1) dengan syarat batas (3), sebagai berikut.

Langkah 1. Menggunakan peubah terpisah (separation of variables)
Pandang produk solusi dari (1) berbentuk

u(r,6,t) = R(r) 0(0) T(t) 5)

Differensialkan u secara parsial dua kali terhadap masing-masing variabelnya, diperoleh
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u _ pot; 2= oTR': —“ R"OT dan 2% = RO"T (6)
at? - 692

tanda dot (), menyatakan turunan terhadap waktu, tanda prim (’) menyatakan turunan pertama
terhadap r dan 6. Selanjutnya, subtitusi (6) ke (1), diperoleh
ROT = c? (OTR" +~OTR' + % RTO").
T T

Kedua ruas di bagi c2ROT , diperoleh persamaan

T R" R/ o
ar—r T (7)

Ruas Kiri hanya tergantung pada variabel t, dan ruas kanan hanya tergantung pada variabel r dan
6, sehingga masing-masing ruas sama dengan sebuah konstanta, dan konstanta ini haruslah
negatif, katakanlah k = —A?, sehingga diperoleh persamaan-persamaan

. T 92 .. R" R, © .5
(i == A%, (i) st et = A
Kalikan faktor 72 pada persamaan (ii) , diperoleh ,
(i) TR Lo 22 o TR 22 O
Sekali lagi dengan menerapkan metode pemisahan peubah pada persamaan (iii), diperoleh
(iii.a) 1+ k=g (i) -5 =2

Disini dipilih non-negatif untuk tanda konstanta u?, karena solusi persamaan dalam ® memiliki
perioda 2.
Berdasarkan syarat batas (3), maka

R(a)B(6)T(t) =0, 0<O<2mdant>0

Untuk menghindari solusi trivial, maka diberi syarat R(a) = 0. Dengan cara yang serupa,
gunakan (4), diperoleh ©(0) = ©(27) dan O'(0) = ©'(2m). Sehingga diperoleh persamaan
peubah terpisah (sparated equation)

(a) 0"+ u?0 =0, 6(0) =0(21), 0'(0) = 0'(2™)

(b) T*R"+ 7R+ (A*r?—pu*)R=0, R(a) =0 (8)

() T+c?2’T=0, T(0)=0

Langkah 2. Menyelesaikan persamaan peubah terpisah (8)

Untuk 0, jika 4 = 0, persamaan 8(a) menjadi ®" = 0, dan solusinya adalah sebuah konstantaA,,.

Jika u # 0, maka persamaan ©" + u?@ = 0, mempunyai persamaan Karakteristik y2 + u? = 0,

dengan akar-akar karakteristik y; , = iy (komplex conjugate), sehingga solusi dari (8a) adalah
0(0) = cq cos ub + c, sin ub.

Agar memenuhi syarat batas, maka ditetapkan g berupa integer sehingga solusi umum untuk ©
adalah

|®m = A,,cosmb + B, sinmf, m = 0,1,2,---| (9)
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Catatan: Untuk m negatif, tidak memberi konstribusi solusi yang baru.

Untuk R, setting u = m diperoleh
7?2R"+ 1R + (A*r2 —m*)R=0,R(a) =0

(i.e: syarat batas: R terbatas dan R(a) = 0) yang merupakan bentuk persamaan parametrik
Bessel orde m. Solusi untuk R adalah

[R(r) = Rypn (1) = J;n (A1), m=0,1,2,--,n = 1.2, (10)

dengan R(a) =0 < R(a) = Ryn(a) = J;mn(Amna) = 0 dan a,,, is the nth positif zero dari
fungsi Bessel J,,,.

Untuk T, ambil A = A,,,,, persamaan 8(c) menjadi T + c?12,, T = 0, dengan solusi adalah

|T(t) = Apmn €0S(€Apnt) + Bpp sin(cAppt) |, A=mn (11)

Perhatikan bahwa jika T(0) = 0 = A,,;,, = 0,¥m,n. Dengan menggunakan ekspresi R, ® dan
T, diperoleh produk solusi (1) yang memenuhi (3), adalah

|umn (1,0,t) = Jm (Amn?) (@mn cOSMO + by SinmO) oS Ayt | (12)

dan

Upn (1,0, ) = Jn (An) (g cOs MO + by, sinm@) sin cAmnt| (13)

dengan m =0,1,2,--- ,n=1,2,--.

Catatan: Koefisien-koefisien A,,, dan B,,, dengan a,,, dan b,,, atau a,, dan b,,, dapat
diganti.

Melihat solusi ini cukup kompleks, maka problem ini dapat dipandang dalam dua kasus
terpisah.
Kasus |I: Getaran selaput dengan syarat awal untuk zero initial velocity: g(r, 8) = 0.
Syarat awal dalam kasus ini adalah

u(r,9,0) = f(r,0),

Z—?(n 6,0)=g(,6)=0| (14)

untuk setiap 0 <r < a, 0 <6 < 2r. Kiranya mudah terlihat bahwa hanya produk solusi (12)

. Ju .
yang sesuai dengan syarat awal yang kedua E(r,a, 0) = 0. Dengan menerapakan prinsip
superposisi solusi, menyatakan bahwa jika ug,(r,6,t) adalah solusi homogen dari (1), maka

kombinasi linier dari u,,(r,6,t) juga merupakan solusi dari (1). Akibatnya solusi (12) dapat
dituliskan sebagai :

|u1 (1,0,t) = Ym0 2me1)m Amn?) (@mn cOsMO + by, sinm@) cos clmnt| (15)

Ambil t = 0 dan cos 0 = 1, diperoleh
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uy(r,0,0) = f(r,0) = Lin=0 Xn=1Jm Admn7) (@mn coS MO + by sinm8)  (16)

yang merupakan generalisasi deret fourier f(r,0) dalam J,,(4;,,7)cosmO dan
Jm(Amn7) sinmé@, dimana a,,,, dan b,,,,, merupakan generalisasi koefisien Fourier untuk fungsi f.

Untuk perhitungan a,,, dan b,,, digunakan deret Fourier dan deret Bessel. Tetapkan r
dan pandang f(r, 8) fungsi priodik dalam 6 dengan periode 2 , sehingga persamaan (16) dapat
dituliskan sebagai :

=Ay(r) =Ap(r) =By, ()
—_——
f(r,0)= ZaOHJO(JOnr) +Z {Zamn\]m (ﬂmnr)]cosm6’+LmeJm(/lmnr)]sin mé (17a)
n=1 m=1 [\ n=1 n=1
atau
f(r,0) =Ay(r) + Xom=1{Ap (r) cosm6 + B, (r) sinm6}. (17b)

Tampak jelas bahwa (untuk r tetap), A, (r),A,,(r) dan B, (r) adalah koefisien-koefisien di
dalam ekspansi deret Fourier dari 8 +— f(r, 8) yang dapat dihitung dengan formula Euler.
Integralkan kedua ruas pada (17b), menjadi

=0
f_ﬂnf(r, 0)do = f_ﬂnAO(r)dQ + Yo f_nn(Am(r) cosm@ + B,,(r) sinm6)dé
Integral suku kedua diruas kanan sama dengan nol, karena ffn cosmé df = f_”nsinme =0,
untukm = 1,2, ---.
Akibatnya [* f(r,0)d6 = [ Aydf = 2mA, , atau

atau

Ay ==[" f(r,0)d0 = = [ f(r,0)d8 (182)

Untuk menghitung A,,(r) dan B, (r), kalikan kedua ruas pada (17b) dengan cos(nf),n > 1
kemudian integralkan:
=0 =m,for m=nand 0,for m#n

f_nnf(r, 6) cosnb db = fanocos nb do + Y m-1 f_”n A,,cos nf cos mo db
=0
+ Xm=1 f_nn B,,cos nb sin m6 do
=7

Misalkan m =n, diperoleh [*_f(r,0) cosm8 d6 = Ay, [" cos?mf do = A,,m  atau

atau

Am =" f(r,0)cosmgd8 = X [Z" f(r,0) cosmb db (18)
Dengan cara serupa, diperoleh
1 ,TT ai«‘-\lu 1 p2m
By ==" f(r,0)sinmgde = I [*"f(r,8)sinmd do (18c)

Gunakan koefisien Bessel-Fourier untuk mendapatkan a,,, a,,, dan b, sebagai berikut.
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Kalikan kedua ruas dengan Jo(4yr)r pada persamaan Aq(r) = Yoeq aonJo(Aonr) kemudian
integralkan, diperoleh

=0 exept when n=s

[ A (03, (g rdr =" ag, [ 3 (26,135 (Ao, 1)rdr a0,
0 n=1

Berdasarkan Teorema orthogonality Bessel menunjukkan bahwa bentuk integral ruas kanan
semua bernilai 0 kecuali jika n=s. Abaikan bentuk yang bernilai 0, dan setting n=s, diperoleh

Iy A0@o(onrIrdr = aoy ;' J§(Aonr)rdr atau

Iy Ao JoonT)T dr
on = foa JE(Aonr)T dr

Berdasarkan sifat ortogonalitas, integral pada penyebut menghasilkan %Zjlz(a(m), sehingga
diperoleh

Gon = e Jo A0 oQonr)rdr , Ay = <22 (199)

a

Kalikan kedua ruas dengan J,,(4,r)r pada persamaan A,,(r) = Yn=1 GmnJm Amar) kemudian
integralkan, diperoleh

=0 ,exept when n=s

Sy A @) AinsT)Tdr = S0 1 @ f Jon Qomin ) om (Ams Tl atau

Iy Am ) Qg Irdr = Qo [§ e Gonn 1) atau
S A @) Jm AT dr
mn foajﬁl(lmnr)r dr

Berdasarkan sifat ortogonalitas, integral pada penyebut menghasilkan a; J2 (amn) , Sehingga
diperoleh

Amn = —f A () Jin A 7)rdr (19b)

a2z 41 (@mn) 70

Dengan cara serupa, diperoleh

bmn=—f By (r)Jm (Amnr)rdr (19c)

2] +1(a@mn) 0

Selanjutnya, subtitusi (18a), (18b) dan (18c) masing-masing kedalam (19a), (19b) dan (19c),
diperoleh koefisien-koefisein

Aon = WI 27 £ (r,8)]o(Aonr)T dOdr (20a)
Amn = WJ— f f(r,8)cosmB |, (Apnr)r dOdr (20b)
b =~ [s Jy " £ (,0) Sin MO Jyr, A7) dOclr (20c)

ma?J 11 (Qmn) 70
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Subtitusi koefisien-koefisien (20a), (20b) dan (20c) ke dalam persamaan (15), diperoleh solusi
komplit dari problem (1) - (3) untuk zero iniial velocity, yaitu

|u1 (1,0,t) = Xm=02n=1Jm Amn7)(@mn cosmé + b,,, sinmb) cos clmntl

Kasus 1. Getaran selaput dengan syarat awal untuk zero initial displacement f(r,8) = 0.
Syarat awal dalam kasus I1 ini adalah
lu(r,6,0)=f(r,0) =0 | (21)

%(r, 0,0) =g(r,0),
dengan 0 <r < a, 0 <6 < 2m, dan syarat batas (3).

Mudah terlihat bahwa produk solusi dalam bentuk R(r)©(t)T(t), yang memenuhi T(0) = 0 dan
u(r,6,0) = f(r,6) =0 (zero initial displacement) adalah solusi (13). Dan dengan prinsip
superposisi, (13) dapat dituliskan sebagai:

|u2 (1,0,t) = YXom=02me1)m Amn ) Apmn cosmb + by, sinmé} sin(cAypt) |

An = % (22)
Turunkan secara parsial terhadap t dari persamaan (22), diperoleh
auz (o] (o] ) .
¥ (r,0,t) = Z Z Jimn Amn) (@mn cos MO + by, Sinm@)c Ay, cos(cApnt)
m=0n=1

Sehingga initial velocity adalah

% (r,0,0) =g(r,0) = Z Z]m(/lmnr)(a;*nn cosmO + by, sinm8) cAy,
m=0n=1
(23)
Untuk perhitungan koefisien-koefisiennya, serupa dengan kasus I.
Tetapkan r, dan pandang g(r,f) sebagai fungsi @ (periode2r ), sehingga (23) dapat
dituliskan sebagai :

=Ry (r)
9(r,0) = > clondgnJo (Aonl) (24)
n=1
() -8,
+ Z (Z Crn@mndm (ﬂmnr)Jcosme + [Z CAmnPrndm (lmnr)}in mé
m=1 n=1 n=1

atau
g(r,80) = Ay(r) + X =1{45,(r) cosmB + B;,(r) sinmb}. (25)
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Sekarang tampak jelas bahwa (untuk r tetap), fungsi g menjadi fungsi dalam 6 saja, dan
A (r), A (r)dan B (r) adalah koefisien-koefisien dari deret Fourier @+ g(r,6).
Koefisien-koefisien A;(r), A (r)dan B’ (r), dihitung dengan formula Euler berikut:
Integralkan kedua ruas dari (25), diperoleh
=0
f_nng(r, 0)do = fZTA’{, do + Yoy ffn(A;‘ncos mé + B, sinm0) do

Karena f_nn cosmbO df = f_”n sinmf =0,m=1,2,-

maka Ig(r,a)de = J.Af;dezzyrA{; atau
5= Lfﬂ g(r,0)do = szng(r 0)deo (26a)
07 ont-n ! ~2nJ0 ’

Untuk menentukan koefisien A;, dan B;, , kalikan cosné@ (n>1) pada kedua ruas pada (25),
kemudian integralkan, diperoleh
=0 =m,for m=nand 0,for m#n
f_nﬂg(r, 0) cosnd do = f_nnA’{)cos nob do + Yom—q f_nn A, cos n_@o cos mf do

+ Y f_nn B}, cos nf sin mf d@
=r

Setting m = n, diperoleh f_nng(r, 0) cosmf do = A}, f_nn cos?m@ df = A}, m atau
» _ 1 m _ 1 /2m
A, = ;f_ﬂg(r, 0) cosmb df = Efo g(r,8) cosmb db (26Db)
Dengan cara serupa, diperoleh
B, = %ffng(r, 0) sinm6 db = %fozng(r, 6) sinm6 do (26¢)

Sekarang, misalkan r bervariasi, maka tiga deret terakhir merupakan ekspansi deret Fourier orde
m=0,1,2,---berturut-turut dari fungsi A (r), A (r)dan B (r). Koefisien dalam deret ini
adalah koefisien Bessel. Gunakan koefisien Bessel-Fourier untuk mendapatkan a,, ., dan

b, sebagai berikut.

Kalikan J,(4osr)r pada kedua ruas persamaan Ag(r) = Yo=q CAon@onfo(Aonr) kemudian
integralkan, menjadi

=0,exept when n=s

[oe]

|| 46V oGosrrdr = > Aondin [ JoGonroGasryr dr 1a >0
0 0

n=1

Berdasarkan Teorema orthogonality Bessel, untuk = s, diperoleh

cho g = e Ao o@GonrIrdr 2
onon = 2 Qonryrdr a2 (@on)

Iy A5 @) ]o(onr)r dr,

atau
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aOn = T]Z(a)f Ap (T)]O(AOnT')TdT' dengan /’lOn = aﬂ ,

diperoleh

o = ——— [ Ay ()]0 (Aon)rdr (273)

caaonj?(aon) *0

Dengan  cara  serupa, kalikan  J,(A4,,sv)r pada kedua ruas  persamaan
A (1) = X1 mn @ m (Amn ), kemudian integralkan, diperoleh

=0,exept whenn=s

f A (M) AgnsT)Tdr = Yniq Clmnamnf Jm Amn?)m (AmsT)r dr ,a >0
Berdasarkan Teorema orthogonality Bessel, untuk n = s, diperoleh

e I A I G dr
Clipn@on, = [T — 2]m+1 - f Ay (1)) (A 7)7 dratau
Ann = Clmnazfmﬂ(amn)f A (r)]m(lmnr)rdr

dengan A, = 22, diperoleh

Gun = = J A (") i Irelr (27b)

Caamn]m+1 (amn) -0

Dengan cara serupa diperoleh

bin = ——————— [ By (1)) (A7)l (27¢)

Caa’mn]m+1 (amn) -0

Selanjutnya, subtitusi (26a), (26b) dan (26¢) masing-masing ke dalam (27a), (27b) dan (27c)
diperoleh koefisien-koefisien

2
Uon = reaa i o Jo 9, 0) Joonr)rdodr (282)
* _ 2 27
Amn = nacamn]m+1(amn)f f g(?" 6) cos me]m(A nT)rdT mn= 1 2
(28b)
* 2 a (21 . o
bnn = e Jo 17 g(r,0) sinm8 Juy (Apr)rdr ,m.m =12,
(28c)

Subtitusi koefisien-koefisien (28a), (28b) dan (28c) ke dalam persamaan (22) , yaitu

u,(r,0,t)=u"(r,0,t) = Zz 3, (A D)@, cosm@+b sin m@)sin ¢, t

m=0 n=1

diperoleh solusi kasus Il (Circular membrane with zero initial displacement). ®
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Gambar 1. Grafik Fungsi Bessel Orde 0, 1, 2.

Gambar 2. Vibrating Circular Membrane Nonradially Symmetric.

3. Solusi General

Berdasarkan Prinsipal Superposisi maka solusi komplit dari masalah syarat batas problem
(1)—(3), yaitu
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0%u 0%u 10u 1 0%u
2v72 2

”1, @ — — — —
Proble (1) c*Vou at2 (6r2 ror | r2 692)

dengan0 <r<a, 0<9<27‘[ t>0
Syarat awal (2) (i) u(r,0,0) = f(r 9) (r 6,0)=0
(i) u(r,6,0) =0, (r 0,0) =g(r,0)
Syarat batas (3) u(a,6,t) =0

diberikan oleh

u(r,6,t) =uy(r,6,t) +u,(r,0,t) (29)
atau
u(r,0,t) = Ym0 2me1tm Amnm){amn cosmb + b, sinm6} cos(cAy,,t)
+ Ym=0 Ln=1Jm GmnHamn cos mb + by sinmb} sin(cAmnt)
(30)
dimana
1 2
Aon = Wfaf " f(r,0)]o(Aonr)T dOdr
Amn = m[ f f(r,0)cosm8 |, ()T dOdr
byn = m[ f f(r,0)sinm@ J,, (A7) dOdr
2
Aon = mf Iy " 9@, 0) Jo(Agnr)rdodr
. 2 2
Unn = o fo Jo " g(r,0) cosm8 [,y (Aynr)rdr
. 2 2 _
bmn = s ) Jo 157 g, 0) sinm8 Jy (Apnr)rdr
Amn = % , Ay IS the ntMpositive zero of |,

3. Kesimpulan dan Saran

Masalah getaran pada selaput melingkar (vibration of circular membrane) dalam kasus
umum, dimana syarat awal (displacement dan velocity) berupa fungsi f(r,8) dan g(r, 8) tanpa
asumsi simetri radial. Getaran selaput melingkar diuraikan melalui persamaan gelombang dua
dimensi yang diekspresikan dalam koordinat polar, karena dengan sistem koordinat polar ini
merupakan cara terbaik untuk menurunkan masalah ini.

Karena penurunan solusi umum dari masalah ini cukup rumit (kompleks), maka
masalahnya dapat dipandang sebagai dua kasus secara terpisah. Kasus 1, getaran selaput
melingkar dengan syarat awal g(r,0) = 0 (zero initial velocity). Kasus 2, getaran selaput
melingkar dengan syarat awal f(r,8) = 0 (zero initial displacement). Dengan menggunakan
principal superposisi, kombinasi linier dari solusi kedua kasus memberikan solusi lengkap dari
masalah getaran pada selaput melingkar secara umum.

Mengingat aplikasi masalah ini cukup luas, dan dapat dibuat program dan animasi yang
menarik, sehingga disarankan kepada mahasiswa tugas akhir kiranya dapat menelaah dan
mengembangkan tulisan ini lebih mendalam.
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