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Penurunan Syarat Orde Metode Runge-Kutta
dengan Deret Butcher

Muhtar *

Abstrak

Tulisan ini membahas aplikasi deret Butcher dalam penurunan syarat orde metode Runge-
Kutta. Penurunan deret Butcher didasarkan pada deret Taylor dengan menggunakan
representasi pohon berakar terhadap turunan elementer fungsi. Dengan menggunakan deret
Butcher, kompleksitas penurunan metode Runge-Kutta dengan menggunakan deret Taylor
bisa dihindari. Penurunan metode Runge-Kutta orde lima dipilih sebagai contoh aplikasi.
Sistem persamaan non-linear yang terbentuk dari syarat orde diselesaikan dengan bantuan
software Maple. Hasilnya diberikan dua varian metode Runge-Kutta orde lima.

Kata Kunci: Deret Taylor, deret Butcher, pohon berakar, turunan elementer,
pembobot elementer, syarat orde.

1. Pendahuluan

Bentuk umum metode Runge-Kutta eksplisit dengan s langkah untuk menyelesaikan
persamaan differensial biasa yang berbentuk

y'(x) = f(x,y), (X)) =Y, 1)
didefinisikan oleh
Yix, + 1) = y(x) + h3 bk @

i=1
dimana k, = f(x,,y,) dan

i-1
k= f(x,+chy,+§ ak),i=23Ls. ®3)
j=1

Umumnya ¢, memenuhi

i-1
=4 a,i=23Ls. (4)

j=1

Suatu metode Runge-Kutta orde p harus memenuhi syarat orde (order condition) tertentu
yang umumnya membentuk sistem persamaan non-linear. Syarat orde ini ditentukan berdasarkan
ekspansi deret Taylor kedua ruas persamaan (2) yang melibatkan persamaan (3) sebagai fungsi
dari h. Sebagai contoh, sistem persamaaan yang diberikan berikut merupakan syarat orde untuk
metode Runge-Kutta orde 3.
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b +b,+b =
b2a21 + b3 (a3l + a32) =
bal + b, (ajl + ajz):

2721

b3a32a21 =

DIRPWIFRLPN|~ &

Penurunan syarat orde dari metode Runge-Kutta dengan menggunakan ekspansi deret
Taylor terkadang sangat kompleks dan kurang efesien karena banyaknya turunan fungsi yang
harus dievaluasi. Untuk mengatasi masalah ini, representasi deret Taylor ke dalam deret Butcher
dengan menggunakan pohon berakar (rooted tree) memegang peranan penting dalam analisis
orde metode Runge-Kutta.

2. Pohon Berakar

Himpunan dari pohon (berakar) T didefinisikan secara rekursif sebagai berikut, (Hairer et
al, 2006):
a) Graf t dengan hanya satu simpul (disebut akar) termuat pada T;

b) Jikat,t,K,t_ I T, maka graf yang ditentukan dengan menghubungkan akar-akar dari
t,t,,K,t ke sebuah simpul baru juga termuat pada T. Operasi ini dinotasikan oleh
t=[t,,t,,K,t_]dansimpul baru tersebut merupakan akar dari t.

Berikut beberapa definisi penting dari pohon berakar yang akan digunakan dalam pembahasan
selanjutnya.

Definisi 1. (Rattenburry, 2005)
Orde dari pohon berakar t, r(t) didefinisikan oleh
i1 jika t =t

0= %1+ ri¢,)+ L +r(t) jikat=1t,t, Kt ]

Sebagai contoh, pohon berakar di bawah ini memiliki orde r(t) = 8.
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Definisi 2. (Rattenburry, 2005)
Kepadatan dari pohon berakar t = [t,,t,,K,t 1], g(t) didefinisikan oleh
I jika t =t
o) = 1 o
$ro)alt,)L o(t,) jika t = [t,t,K,t ]

Sebagai contoh, pohon berakar

8

memiliki kepadatan g(t)=1" 1" 11" 1" 4" 3" 8= 96.

Definisi 3. (Rattenburry, 2005)
Simetri dari pohon berakar t = [t
didefinisikan oleh

ﬂl nz nm -
Lt Lt r ], s(t) dimana t,t, Kt semuanya berbeda,

A

1 jikat = t
n,InILn Is()"s(,)?L s ) jikat=["t?L,t"]

11727

s(t) =

P e g

Sebagai contoh, simetri pohon berakar

2]

8l 3!
m m

adalah s(t) = 3F 3 21=72.
Secara ringkas, orde, kepadatan dan simetri dari pohon berakar sampai orde lima
diberikan dalam tabel di bawah ini.

Tabel 1. Orde, Kepadatan dan Simetri dari Pohon Berakar sampai Orde 5.

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
9 1 2 3 3 4 4 4 4 5 5 5 5 5 5 5 5 5
o) 1 2 3 6 4 8 12 24 5 10 15 30 20 20 40 60 120
s) 1 1 2 1 6 1 2 1 24 2 2 1 2 6 1 2 1
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3. Turunan Elementer dan Deret Butcher

Analisis keakuratan (orde) dari metode Runge-Kutta dilakukan dengan membandingkan
ekspansi deret Taylor dari solusi eksak dengan solusi numeriknya. Untuk keperluan analisis
tersebut, perhatikan persamaan differensial autonomous,

y'(x) = f(y(x)) (5)
Ekspansi deret Taylor dari solusi eksak persamaan (5) diberikan oleh

2 3

YO+ h) = y(x) + hy'(x) + %y"(x) + %y"'(x) L

Dengan menggunakan aturan rantai, diperoleh
h? ..
y(x + h) = y(x) + hf(y(x)) + 5f () (F(y(x))) +

%(f"(y(x))(f(Y(X)), Fy(x))) + N FEYO)EY()N))) + L

atau

2 3
y(x + h) = y(x) + hf + %f'f + %(f"(f,f) + FEF)+ L 6)

Di sini digunakan notasi f, f' dan ' untuk menyatakan secara singkat f(y(x)), f'(y(x)) dan
f"(y(x)) secara berturut-turut.

Ekspresi-ekspresi pada persamaan (6) yang muncul pada setiap suku dari h' dinamakan
turunan elementer (elementary differential). Turunan-turunan elementer tersebut selanjutnya akan

direpresentasikan secara sederhana dengan menggunakan graf pohon berakar. Setiap f
menyatakan sebuah simpul, turunan pertama f' menyatakan sebuah simpul dengan satu sisi dan

turunan ke-n, ™ menyatakan sebuah simpul dengan n buah sisi. Secara formal, turunan
elementer F(t)(y) dinyatakan oleh definisi berikut.

Definisi 4. (Turunan Elementer, Hairer et al, 2006)
Untuk suatu pohon berakar t 1 T , turunan elementer adalah sebuah pemetaan
F@):; " ® ; "yang didefinisikan

2

F) jikat =t

F =
(t)(y) if(m)(y)(lz(tl)(y)1F(tz)(y)’K ’F(tm)(y)) Jlka = [tl’tZ’K ’tm]

Sebagai contoh, turunan elementer dari pohon berakar di bawah ini adalah
F)(y) = f(F"(f.1.1), FF'(f.1)).
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Turunan fungsi ke-n dari y(x) dari orde tertentu dapat dinyatakan secara unik sebagai
kombinasi linear dari turunan-turunan elementer. Hal ini dinyatakan oleh teorema berikut.

Teorema 1. (Hairer et al, 2006)
Turunan ke-n dari solusi eksak persamaan (5) diberikan oleh

yP() = 4 aFO (X))
r(t)=n
dimana a(t) adalah koefesien bulat positif.

Teorema di atas menyatakan ekspresi deret Taylor ke dalam deret formal yang melibatan turunan-
turunan elementer dari fungsi y(x) .

Definisi 5. (Deret Butcher, Hairer et al, 2006)
Untuk pemetaan a : T E {OQ} ® ; , deret formal yang dinyatakan oleh

Ba().y00) = aOy00 + & S IUFO00)
disebut deret Butcher (deret-B).

4. Pembobot Elementer

Koefisien dari ekspansi deret Taylor pada metode Runge-Kutta yang diberikan oleh
persamaan (2) dan (3) disebut pembobot elementer (elementary weight) F(t), yang dapat

ditentukan dari pohon t untuk semua t I T sampai orde tertentu. Berikut contoh menentukan
pembobot elementer dari sebuah pohon berakar dengan tujuh simpul.

e,
- > JW .

Pertama, dengan memulai dari akar, setiap cabang yang mengarah keluar dilabelkan dengan
I,J,k,L , kecuali simpul terminal. Kedua, akar diberi nama b dan simpul lain dengan a,.

kecuali simpul terminal. Subindeks pertama pada a,, menyatakan simpul orangtua (parent)

sedangkan subindeks kedua menyatakan simpul yang bersesuaian. Terakhir, simpul terminal
diberi nama c,, dimana subindeks pada c, menyatakan simpul orangtua. Pembobot elementer

merupakan jumlah dari semua hasil kali kuantitas-kuantitas ini. Dengan demikian pembobot
elementer yang dimaksud pada pohon berakar di atas adalah
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S
—_ _ o 2
Ft)= a biaijcjciaikckck = 3 bia”_cjciaikck

i.jk=1 ijk=1

Definisi 5. (Lee, 2004)
Untuk metode Runge-Kutta dengan s langkah, pembobot elementer, F(t) didefinisikan oleh
%é b jikat=t
F(t) =1 i:l
ia bF (t)F (t)L F.(t ) jikat=[,t,K,t ]

i=1

dimana F _(t) adalah pembobot elementer langkah ke-i dan didefinisikan oleh

iﬁ, a; = ¢ jika t = t
Fi(t): =1
iié;laiij(tl)Fj(tz)L F.(t,) Jikat=[,t,K,t]

Pembobot elementer pohon berakar sampai orde lima tersaji pada Tabel 2.

5. Syarat Orde

Syarat orde metode Runge-Kutta merupakan himpunan persamaan yang diperoleh dengan
membandingkan koefesien ekspansi deret Taylor dari solusi eksak dengan solusi numeriknya.

Solusi eksak ini merupakan ekspansi deret Taylor ruas kanan persamaan (2) di sekitar titik x ,
yaitu

y(Xo + h) = y(x,) + hy'(x,) + r;—2,(><0) +L o+ E—F),(Xo) +0(h™?
' ' (7

op hk +1

=y(x)+ a my(k)(xo) +O(h"")

k=1

yang dapat dinyatakan sebagai

— o r(t) 1 p+1
y(x, + h) = y(x,)+ a N < em 090 FOY (X)) +O0(h™™). (8

menurut Teorema 1.
Selanjutnya, dengan menggunakan deret Butcher, solusi numerik di titik X  dapat
ditentukan dengan menggunakan pembobot elementer F(t) untuk setiap pohon t IT,yaitu

y(x, + h)=y(x,)+ g h' il:(t)(y(Xo)) +0(h™™). ©)

tiT S(t)
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Dengan membandingkan persamaan (8) dan (9), diperoleh

1
F(t)= —
g(t)
Hasil penting ini, secara formal dinyatakan oleh teorema berikut ini.

Teorema 2.

(Hairer et al, 2006)

Metode Runge-Kutta memiliki orde p jika dan hanya jika

F(t) = % untuk r(t) £ p.

6. Metode Runge-Kutta Orde Lima

Berdasarkan Teorema 2 dan hasil-hasil sebelumnya, syarat orde metode Runge-Kutta
orde lima tersaji secara lengkap pada Tabel 2. Dengan demikian terdapat sebanyak 17 persamaan
non-linear. Untuk menjamin konsistensi penyelesaian sistem persamaan tersebut, maka
banyaknya langkah (s) yang dipilih adalah 6.

Dengan terlebih dahulu melakukan penyederhaan dan dengan bantuan software Maple
untuk menyelesaian secara serentak sistem persamaan tersebut, diperoleh dua varian dari metode
Runge-Kutta eksplisit orde lima berikut:

y(x,) + %h(?kl + 32k, + 12k, + 32k, + 7k)

y(x, + h)

f(xoYo)

f(x, + %h,yo + %kl)

f(x0 + %h,y0 + %kl + %kz)

f(x0 + %h,yO - %kz + k3)

f(x, + %h,yo + %kl ¥ %k4)
f(x0 +hy, - ;kl + %kz + 17—2k3 -

12
7

8
k4 + 7k5)

117



118
Muhtar

y(x, + h) = y(x,) + %h(llk1 + 81k, - 64k, + 81k, + 11k )
k, = f(xo,yo)
1 1
kz = f(xo + gh’yo + Ekl)
1 1 1
k, = f(x0 + 5h,yO + gk1 + gk2)
1 1 3
k, = f(x0 + Eh,y0 + gkl + gkz)
2 2 1 1 4
ks = f(xo + gh’yo + Ekl + §k2 + gks + Ek4)
1 3 27 27
k, = f(x0 +hy, - Ekl + Ekz + Ek3 - 4k, + Eks)
Tabel 2. Pembobot Elementer dari Pohon Berakar sampai Orde 5.
1
t r(t) FO() F(t) —
g(t)
1 1 f 4 b 1
i=1
2 2 P § b 1
i=1 2
3 3 (£, f) 4 e’ 1
i=1 3
4 3 fff 4 bac 1
ijer 6
5 4 () 4 be? 1
i=1 4
6 4 f'(f, ) 4 beag, %
ij=1
7 4 £ (f, ) 3 bac’ L
ij=1 12
8 4 ki & baa,c, 1
ijk=1 24
9 5 O, 1,1, 1) g bt 1
i=1 5
10 5 £ (f,f,Ff) § betac 1
ij=1 ) 10
11 5 £(f,°(F, ) 4 bea,c? %
i,j=1
12 5 f'(f, ) 4 beaa,c, 1
ijk=1 30
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13 5 £ (FF, FF) 4 b(a ac) 1
=1 j=1 20
14 5 £ (F(f,1,1)) & bac’ 1
ij=1 20
15 5 F(f, FF) & baca,c, 1
ijk=1 40
16 5 £ (f, ) a baa,c;
i,jk=1
N 1
17 5 frfff baa ac -
A 120

7. Kesimpulan

Syarat orde suatu metode Runge-Kutta orde tertentu dapat ditentukan dengan hanya
mencari semua kombinasi pohon berakar sampai orde yang bersesuaian. Dengan demikian,
kompleksitas penurunan metode Runge-Kutta yang melibatkan evaluasi turunan-turunan fungsi
pada ekspansi deret Taylor bisa dihindari.
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