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Himpunan Spektrum Real Untuk Masalah Balikan
Nilai Eigen Dari Matriks Tak Negatif

Andi Kresna Jaya'

Abstrak
Pada paper ini akan dibahas representasi geometri dari himpunan spektrum nilai eigen
real yang nilai eigen maksimalnya 1 untuk masalah balikan nilai eigen (invers
eigenvalues problem). Untuk menunjukkan representasi tersebut akan digunakan sifat
invarian dari jumlah konveks matriks stokastik terhadap jumlah konveks spektrum
matriks stokastik tersebut. Representasi geometri yang diperoleh hanya pada R" untuk n
= 2, 3 dan 4. Sifat invariant di atas juga akan digunakan untuk menunjukkan bahwa

sebuah spektrum matriks tak negatif ditulis dalam bentuk vektor (L, A,,4;,..., 4,),
maka (l,tiz,t/13,...,tln) merupakan spektrum dari sebuah matriks positif untuk
te[0,2).
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1. Pendahuluan

Misalkan sebuah vektor o = (2,1,/12,..., /In), maka yang dimaksud dengan masalah

balikan nilai eigen (invers eigenvalue problem) adalah mencari beberapa syarat perlu dan
cukup agar vektor tersebut dapat dipandang sebagai spektrum atau kumpulan nilai eigen dari
sebuah matriks tak negatif [1, 2, 3, 4, 7]. Dalam banyak literatur mengenai masalah balikan
nilai eigen ini, para ahli telah mengemukakan syarat perlu dan cukup agar sebuah vektor real
dapat dipandang sebagai spektrum matriks tak negatif walaupun peninjauan tersebut hanya
bersifat kasus-kasus khusus [2, 3, 4]. Namun untuk vektor real berdimensi n = 2, 3, syarat
perlu dan cukup itu telah diberikan [10].

Teorema utama dari matriks tak negatif dan nilai eigennya adalah Teorema Perron-
Frobenius [6,10] yang menyatakan bahwa jika A matriks ordo n tak negatif dan tak tereduksi,

maka A mempunyai nilai eigen 4 sedemikian sehingga setiap nilai eigen A; untuk i =1, 2,
..., n dari A berlaku /12|li|, vektor karakeristik untuk A adalah vektor positif, dan

multiplisitas aljabarnya adalah 1. Nilai eigen A yang demikian ini disebut nilai eigen
maksimal A. Pengertian matriks tereduksi sendiri diberikan di [10], yaitu matriks ordo n. A
disebut tereduksi jika terdapat matriks permutasi P sedemikian sehingga berlaku

_.[B C
A=P P
0 D

dengan B dan D adalah sub matriks bujur sangkar. Matriks A dikatakan tak tereduksi jika
tidak terdapat matriks permutasi P.

Pembahasan pada makalah ini memberikan bukti positif untuk sebuah problem
terbuka (open problem) pada [8], dengan terlebih dahulu menjelaskan beberapa teorema
mengenai matriks tak negatif dan masalah balikan nilai eigen. Untuk menunjukkan secara
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lengkap, akan ditinjau pada matriks yang sifatnya tereduksi dan tak tereduksi untuk matriks
stokastik [10], dan sifat invarian jumlah konveksnya. Kemudian di bagian terakhir diberikan
representasi geometri khusus pada spektrum real dari matriks tak negatif berorde n = 2, 3 dan
4. Misalkan N™" menyatakan himpunan matriks tak negative, dan P™" menyatakan himpunan
matriks positif. Untuk menyederhanakan persoalan, spektrum real dari matriks tak negatif
dapat dipandang sebagai himpunan bagian dari ruang R" sebagai berikut

Z" = {42y, Agrn Ay ) € R" 1[4 | <1Vi = 23,0}
N" = {14, Agn 4y )€ Z":3AE N™ 5 o(A) = (L Ay, Agronnn 4y )}
P" ={L A Agn Ay )€ 2" :3AE P™ 5 0(A) = (L Ay, Agyonn 4y )}

dengan o (A) adalah spektrum real matriks A.

2. Matriks Stokastik

Suatu matriks bujursangkar tak negatif disebut matriks stokastik jika jumlah entri-
entri setiap barisnya adalah 1.
Teorema 2.1. Jika A matriks stokastik orde n, maka berlaku pernyataan-pernyataan berikut:

a. Nilai eigen maksimalnya 1.
b. Misal J adalah matriks nxn yang seluruh entri-entrinya adalah 1, AJ = J.
c. Vektoru = (1,1, - - -, 1) adalah vektor eigen untuk nilai eigen 1.

Bukti :
(@) Misalkan A= (aij) dan nilai eigen maksimal A adalah r, maka r;, <r<r_  (lihat
[10],Ch.2). Karena r;, =TI, =1, makar=1.0

(b) = Misalkan A= (aij), maka untuk setiap i = 1,..., n berlaku Zaij =1. Misalkan J=

j-1

(b, ) dengan b, =1, Vi, je{L...,n},maka AJ = (Zn:aikbkjj =(zn:aikj = (dij),
P P}

dengan d;; =Y a, danuntuk setiapi=1,2, .., n berlaku » ' a, =1, maka
matriks AJ = J.
<=Diketahui AJ=J, dengan J matriks n x n dengan entri-entri 1, maka AJ =

(Zn:aikbkjj=(zn:aik] = (1”), dengan 1; =1, Vi, j e {.2,...,n}. Untuki=1,2, ...,
k=1 P}

n 22:1 a;, =1 adalah jumlah baris matriks A, maka A adalah matriks stokastik. [

(c) = Diketahui dari poin a) r=1, dan misalkan u adalah vektor eigen yang
berkorespondensi dengan r=1. Misalkan u =(U,,...,u, ), Auz(aij)u'z(ul,...,un)',
dengan zczlaikuk =U;, untuk setiap i =, 2, ... ,n. Misalkan us = max{us, ... , Un}
untuk suatu se{1, ..., n}, maka

n uk
1:Zasku_ )
S

k=1
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n n uk

Zask :Zask_

k=1 k=1 ug

4 u
0=) a,|—*<-1|.

k=1 us

u
ay >0 untuk setiap k = 1,2,...n dan Y’ a, =1, maka haruslah u—"—le,

S
untuk setiap k=1, 2,..., n. U, = U, untuk setiap k=1, 2,..., n, maka vektor u = (1, 1,
..., 1) adalah vektor eigen yang berkorespondensi dengan nilai eigen 1. [J]

<=Diketahui vektor eigen yang berkorespondensi dengan nilai eigen maksimal 1
adalah u=(1, 1,..., 1), untuk A. Misalkan A=(a; ), Vi, j e {L2,....n}, atau

Au = (aij Ju
=u
Maka jumlah entri-entri dalam setiap baris matriks A adalah 1, atau A adalah matriks
stokastik. ]

Teorema 2.2. Misalkan A dan B adalah dua matriks stokastik, maka
a. AB adalah matriks stokastik
b. Untuk @ € [0, 1), maka & A + (I — 6)B adalah matriks stokastik.

Bukti :

(@) Misalkan A dan B adalah matriks stokastik, dengan menggunakan sifat (b) pada
Teorema 2.1, maka (AB)J = A(BJ) = AJ = J, diperoleh (AB)J = J maka AB adalah
matriks stokastik. []

(b) Pembuktian dengan memakai poin (b) pada Teorema 2.1, dan misalkan A dan B
adalah matriks stokastik, maka untuk setiap @  [0,1] berlaku

(OA+(1-0)B)I=OAI+(1—-60)BJ
=0J+(1-6)=1

maka 8 A + (1 — €)B matriks stokastik untuk & € (0, 1].

Misalkan Z,,Z,,...,Z, adalah bilangan-bilangan dalam bidang kompleks, dan
a,,a,,...,0, adalah bilangan tak negatif yang jumlah keseluruhannya 1, maka titik

Z:z:llaizi disebut jumlah konveks dari Z,,Z,,..,Z,. Sifat ini kemudian akan
dikembangkan dalam dua akibat berikut.

Akibat 2.1. Jika A adalah nilai eigen dari matriks stokastik A berorde n dan yadalah jumlah
konveks dari 1,1,4%,.., A", untuk z:(:oci =1,¢j >0, maka y adalah nilai eigen dari
matriks stokastik B = C, In + C,A + C,A% + ... + g A~

Akibat 2.2. Jika A nilai eigen dari matriks stokastik A berordo n, maka untuk sembarang
bilangan tak negatif c < 1, ¢ A nilai eigen dari matriks stokastik.

Kedua akibat di atas telah diberikan bukti di [1]. Selanjutnya Perhatikan bentuk matriks J
dengan entri-entrinya 1, nilai karakteristik dari J adalah n dan 0, atau spektrumnya adalah (n,
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1
0, ..., 0). Jika dikalikan dengan skalar 1/n maka matriks J, = —J adalah matriks stokastik
n

dengan spektrumnya adalah (1, 0, ... , 0). Teorema berikut merupakan rangkuman Akibat 2.1
dan Akibat 2.2.

Teorema 2.3. Jika o (A) = (L 4,,..., 4, ) adalah spektrum matriks stokastik A, maka B = 8 A
+ (1 — 0)Jn adalah matriks stokastik dengan spektrum & (B)=(1,64,,..., 04, ) untuk setiap
0<6<1.

Bukti :

Untuk 0 <@ <1, pandang jumlah konveks matriks A dengan J,, B= 8 A + (1 — 8)J,, maka
dengan Teorema 2.2 poin (b), B adalah matriks stokastik. Diketahui J, matriks stokastik
dengan spektrum (1, 0, ... , 0), maka terdapat P matriks tak singulir sedemikian sehingga
PJInP™ = diag(1, 0, ... , 0). Sehingga

PBP = PAAP ! + P(L—6)J P =6PAP™ +(1-6)PJ P
- AP L 4 1-0)diag(L0....,0)

dengan PBP™ similar dengan B dan PAP similar dengan A. Misalkan

d11 dlZ dln
PAP! = d21 d22 d2n
dnl dn2 dnn

Klaim: Spektrum matriks B adalah (1, 02,,...,04, ) Misalkan C = diag (1, 0, ,...,04, ) maka
PBP'—C= @PAP* + (1 — @ ) diag(1,0,...,0)—C

6d11+(1 0)_1 mlz 6d1n
_ 6d21 6d22 /12 ajZn
wnl ajnz ajnn _ﬂ'n
6ti11 -0 gdlz 6ti1n
1 _ 6d21 6d22 - 04, 6d2n
PBP'-C = :
6dnl 6dn2 : ajnn - eﬂ“n
d11 -1 d12 dln
.y d'21 dzz ._/12 d?n
dnl dn2 dnn - ﬂ’n

= @ (PAP —diag(L, 2, .., 4,))
Akan ditunjukkan determinan PBP™ — C = 0.
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det(PBP™ — C) = 0" det(PAP" — diag (1, 4, ..., 4,))

Karena (1, 4,,..,4,) adalah spektrum matriks A, maka (1, 4,,...,4,) juga spektrum dari
PAP™. Jadi det(PAP" — diag(L, 4,,..., 4,)) = 0, maka det(PAP* — C) = 0. Spektrum dari
matriks PBP™ adalah (1,04,,..., 04, ) . Jadi spektrum B adalah o (B) = (1,04,,..., 64, untuk
setiap 0 <O <1.[]

Untuk sembarang matriks tak negatif dengan nilai eigen maksimal 1 yang akan

dibahas pada bab berikut, senantiasa terdapat matriks stokastik yang similar dengan matriks
tersebut dan dituangkan dalam teorema berikut.

Teorema 2.4. Jika A matriks tak negatif dengan nilai karakteristik maksimal r dan suatu
vektor karakteristik positif untuk nilai karakteristik r, maka r*A serupa secara diagonal
dengan suatu matriks stokastik.

Bukti
Misalkan x = (xl,xz,...,xn) adalah vektor Kkarakteristik positif untuk nilai karakteristik

maksimal r dari A. Jika D = diag (xl, Xy ooy Xn), makax =Dudenganu=(1,1,...,1)

D*(r'A)D =r'D'AD
(r'D*AD)u = r'D'Ax
=r'Drx
=D
=u

Maka dengan Teorema 2.2, r'D™AD adalah matriks stokastik. [

3. Himpunan Spektrum Real Matriks tak Negatif

Permasalahan yang akan dibahas dalam makalah ini adalah pertanyaan pada paper
Alberto Borobia dan Julio Moro [8]. Apakah benar jika (1, 4,,..., 4,) spektrum matriks tak
negatif (yang tidak similar dengan sembarang matriks positif), maka terdapat dua komponen
di A = {1, /12,...,/1n} yang sama, atau terdapat suatu subset {;/1,...,7/5} dari A sehingga
¥, +...+7,= 0. Untuk itu akan kembali diperhatikan himpunan-himpunan N" dan P" yang
telah didefinisikan di awal makalah ini.

Teorema 3.1. Jika (L A,,4;,...,4,)eN", maka untuk setiap te[0.1) berlaku
LtA,,t4,,...,t4,) e P".

Bukti :

Misal (L 4,,...,4,) € N", maka terdapat matriks A yang tak negatif dengan spektrum o (A)

= (L A,,.., 4,). Sehingga untuk matriks A tersebut ada 2 kasus, yaitu :

1. Jika A matriks tak tereduksi, maka untuk setiap tdi dalam [0, 1), maka matriks P =tS
+(1 —t)In adalah matriks positif dengan spektrum o (P)=(1, 4,,..., 4,).

2. Jika A adalah matriks tereduksi, maka terdapat matriks permutasi P sedemikian sehingga
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_Al B, By - B
0 A By - Bas
PAPT: . . T, . .
0 - - Ag By
|0 0 Ac |
Ay, ... ,A¢ adalah matriks tak tereduksi, di mana k < n. Pilih matriks tak negatif G, yaitu:
A0 - 0
0 e 0
o=|) Bt
o -+ 0 A

maka spektrum G adalah o (G) = (L 4,,...,4,). Sk = D«"AD; adalah matriks stokastik
nk xng yang similar dengan Ay, dan D= diag( W, , Wy, ,..., W, ). Untuk setiap i = 1,..., k-1,
A; adalah matriks tak negatif njxnj yang tak tereduksi (diketahui: n, +...+n,=n).
Misalkan nilai karakteristik maksimal A; adalah Zpi untuk suatu p; E{Z,...,ﬂ}, maka
terdapat U =(uli ,...,um) vektor positif yang berkorespondensi dengan nilai karakteristik
A,i»maka A;iD;"AD; =S;, dengan D; = diag(uy ..., U,;) dan Si adalah matriks stokastik
(n;) x (n;). Bentuk matriks G dapat ditulis menjadi

D,4,,8,D," 0 0
0 Dk—l/lpksk—l Dk—l_l 0
0 . 0 D,S.D, "

yang dapat dipisahkan dalam perkalian tiga matriks berikut.

AunS; 0 0
G=D| A : "ot dengan D
0 ﬂ’pk—lsk—l 0
o - 0 S,
D, 0
0 D,
Matriks
AnS; 0 0
0 ApsSia O
0 0 S,

similar dengan matriks G.
Pandang matriks stokastik berikut.
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/'thl E, 0
. _ : : :
0 Z’pk—lsk—l k-1
0 0 Sy
untuki=1,...,k—1, E; adalah matriks berukuran n; x n;.; yang berbentuk
1- /Ipi o - 0
E= : -
1-4, 0 --- O

pi

S adalah matriks stokastik nxn dengan spektrum, maka {1, Ay ey ln} dengan cara yang sama
dengan kasus A yang tak tereduksi, matriks P = tS + (1 — t)Jn adalah matriks positif n x n
dengan spektrum o (P) = (Lt4,,t4,,...,t4,) . Jadi (LtA,,t4,,...,t4,) e P". [

Kemudian pandang himpunan B" = N"-P". Himpunan B" merupakan batas himpunan
N". Misalkan (L, A,,4,,...,4,) € B", maka (1, 4,,4;,..., 4,) adalah spektrum dari A matriks
tak negatif dan tidak ada satupun matriks positif yang similar dengan A. Contohnya, (1, 1, ...,
1)dan (L, 4,,4;.,..., 4,) sedemikian sehingga 1+ A, +...+ 4, = 0, merupakan spektrum dari
matriks tak negatif tapi bukan spektrum matriks positif manapun.

nA

T
1 0.5 ) 0.6 1

Gambar 1. Representasi Himpunan N,
Perhatikan jika (1,1,)e N", maka untuk A, = 1 atau A, = —1, vektor (1,1,) adalah titik

pada batas atau tidak ada matriks positif yang spektrumnya adalah (1, 4,). Nilai-nilai A,
hanya terletak pada interval [—1, 1]. Himpunan N* adalah segmen garis yang berada satu
satuan ke atas dari sumbu - 4, , sebagaimana yang diperlihatkan pada Gambar 1 di atas. Untuk

Himpunan N? di Ruang R®, himpunan tersebut adalah sebuah bidang yang terletak pada A =
1 yang dibatasi oleh garis A,+4, =-1, 4, =1, 4, =1, 4, =—1, dan 4, =—1, sebagaimana
yang diberikan pada Gambar 2 berikut.
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Gambar 2. Representasi Himpunan N°.

Untuk himpunan N* di ruang R*, himpunannya adalah volume ruang yang berbentuk
kubus terpotong oleh persamaan bidang A,+4,+4,= 0. Namun untuk memberikan bentuk

geometrisnya agak sulit dilakukan, sehingga tampilan grafiknya belum diberikan dalam
makalah ini.

4. Penutup

Untuk n = 2, pertanyaan pada [8] terjawab secara trivial, yaitu batas himpunan N?
adalah (1, 1) dan (1,~1). Untuk n = 3, bidang yang dibatasi oleh 1,+4, =—1, 4,=1, 4, =1,
A, =—1,dan A, =—1 di atas bidang 1,0 A4, sejauh 1 satuan. Titik (1, 0, 0, ..., 0) di Ruang

R" adalah unsur P", dan setiap kita menarik garis lurus ke sembarang titik pada batas
himpunan N", maka titik-titik yang kita peroleh senantiasa unsur dalam P". Akibatnya, bentuk

pertanyaan tadi harus lebih spesifik jika (1, 4,,...,4,) spektrum matriks tak negatif (yang
tidak similar dengan sembarang matriks positif), maka terdapat i = 2, 3, ... , n sedemikian
sehingga A, = 1. Sebaliknya tidak selalu benar bahwa terdapat suatu subset {y,,..., 7, } dari
A sehingga 7, +...+7,=0, maka (1, 4,,..,4,) spektrum matriks tak negatif (yang tidak

similar dengan sembarang matriks positif).
Open problem yang muncul adalah spesifikasi pertanyaan tersebut menjadi : “Apakah

benar jika (1, 4,,..., 4,) spektrum matriks tak negative (yang tidak similar dengan sembarang
matriks positif), maka terdapat i = 2, 3, ... , n sedemikian sehingga A4, = 1, atau

1+ 4, + A, +...+ 4, =072 Di sini telah diperlihatkan, dan demikian pula di [1,2], bahwa
untuk n = 2, 3 dan 4, maka jawaban permasalahan pada open problem adalah positif.
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