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Abstract

In this research, we will discuss about quinary semiring and properties of its special subsets.
This concept is a generalization of ternary semiring. If ternary semiring only involves 3 elements
in multiplication operation, then in quinary semiring there are 5 elements involved. The method
in this research is a literature study on articles in international journals. In this research,
some definitions and properties of quinary semiring and some ideals are given, such as prime
ideal, completely semiprime ideal, ideal which has insertion property, and prime radical. In
addition, special subsets of quinary semiring are defined by K (1), K(I), K;, and K,. Next, we
give some properties of these special subsets.

Keywords: prime ideal, completely semiprime ideal, insertion property, quinary semiring

Abstrak

Pada penelitian ini, akan dibahas mengenai semiring quiner dan sifat-sifat dari himpunan bagian
khususnya. Konsep ini merupakan perumuman dari semiring terner. Jika pada semiring terner
hanya melibatkan 3 elemen pada operasi perkaliannya, maka pada semiring quiner terdapat 5
elemen yang terlibat. Metode yang digunakan pada penelitian ini adalah studi literatur pada
artikel di jurnal internasional. Pada penelitian ini, diberikan beberapa definisi dan sifat dari
semiring quiner dan beberapa idealnya, seperti ideal prima, ideal semiprima lengkap, ideal yang
memiliki sifat insersi, dan radikal prima. Selain itu, didefinisikan beberapa himpunan bagian
khusus dari semiring quiner yang dinotasikan sebagai K (I),K(I),K;, dan K;. Selanjutnya,
diberikan sifat-sifat dari himpunan bagian khusus tersebut.

Kata kunci: ideal prima, ideal semiprima lengkap, sifat insersi, semiring quiner

1. PENDAHULUAN

Pada tahun 1932, Lehmer [7] menemukan suatu konsep tentang sistem aljabar terner di mana
operasi perkaliannya melibatkan tiga elemen. Konsep tersebut kemudian dikenal sebagai grup
terner. Pada penelitian [14], Santiago memperkenalkan konsep tentang teori semigrup terner, suatu
perumuman dari grup terner. Dia mengembangkan perluasan dari semigrup terner dan
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menunjukkan beberapa aplikasinya pada bidang lain. Selanjutnya, Lister dalam penelitian [8]
mengenalkan struktur aljabar lain yang disebut sebagai ring terner. Dia mempelajari tentang
penggabungan ring terner dan karakteristik ring terner semisederhana.

Pada penelitian [4], Dutta dan Kar menyajikan konsep tentang semiring terner, bersama
dengan semiring terner reguler dan semiring terner k-reguler, menyelidiki berbagai sifat yang
terkait dengannya. Semiring terner merupakan suatu perumuman dari ring terner yang ditemukan
oleh Lister. Pada penelitian terpisah yang didokumentasikan dalam [5] dan [1], diperkenalkan
konsep tentang semiring terner penjumlahan k-reguler dan semiring terner reguler dan intra reguler
dalam bentuk ideal fuzzy m-polar. Selain itu, rangkaian penelitian pada [10], [11], [12], [15], dan
[9] secara berturut-turut mengidentifikasi beberapa ideal khusus dari semiring terner, seperti ideal
k-hibrida, a-ideal, tri-ideal, k-ideal penuh, dan bi-ideal p-prima.

Konsep tentang ring 2-primal diperkenalkan oleh Birkenmeier, Heatherly, dan Lee pada [2]
melalui ring near kiri. Mereka mendefinisikan suatu ring disebut 2-primal jika himpunan radikalnya
sama dengan himpunan nilpotennya. Paykan dan Moussavi mengembangkan penelitian tersebut
pada [13] tentang karakteristik deret diperumum miring dari ring 2-primal. Pada tahun 2015, Dutta
dan Mandal [3] menemukan konsep tentang semiring terner 2-primal, suatu perumuman dari ring
terner 2-primal. Janan dan lrawati [6] melanjutkan penelitian pada [3] dengan mendefinisikan
beberapa himpunan bagian khusus lain yang bertujuan untuk menemukan sifat dan karakteristik
lain dari semiring terner 2-primal.

Pada penelitian ini, akan dibahas mengenai perumuman dari semiring terner, yaitu semiring
quiner dan sifat-sifat dari himpunan bagian khususnya. Jika pada semiring terner hanya melibatkan
3 elemen pada operasi perkaliannya, maka pada semiring quiner terdapat 5 elemen yang terlibat.
Konsep ini merupakan kajian baru dalam bidang struktur aljabar. Mula-mula, akan diberikan
beberapa definisi dan sifat dari semiring quiner dan beberapa idealnya, seperti ideal prima, ideal
semiprima lengkap, ideal yang memiliki sifat insersi, dan radikal prima. Selanjutnya, didefinisikan
perumuman dari beberapa himpunan bagian khusus dari semiring quiner pada [3] yang dinotasikan
sebagai K(I),K(I),K;, dan K;. Terakhir, diberikan sifat-sifat dari beberapa himpunan bagian
khusus tersebut.

2. METODE PENELITIAN

Pada penelitian ini, digunakan metode studi literatur pada artikel-artikel yang terbit di jurnal

internasional. Langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Menentukan definisi dari semiring quiner dan beberapa idealnya, seperti ideal prima, ideal
semiprima lengkap, dan ideal yang memiliki sifat insersi.

2. Menentukan sifat-sifat dari ideal prima dan radikal prima dari semiring quiner.

3. Menentukan definisi dari himpunan bagian khusus dari semiring quiner.

4. Menentukan sifat-sifat dari himpunan bagian khusus dari semiring quiner.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN
3.1 Semiring Quiner dan Beberapa ldealnya

Pada bagian ini, diberikan beberapa definisi dan sifat dari semiring quiner dan beberapa idealnya,
seperti ideal prima, ideal semiprima lengkap, ideal yang memiliki sifat insersi, dan radikal prima.
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Definisi 3.1.1 Semiring quiner didefinisikan sebagai himpunan tidak kosong S, bersama dengan
operasi penjumlahan biner dan perkalian quiner, membentuk semigrup komutatif penjumlahan dan
memenuhi sifat-sifat berikut:

(1) (5152535455)565758S9 = 51(5253545556)5758Sg = S152(5354555657)SgSg =

515253(5455565758)Sg = 51525354(S556575859),

(2) (51t 52)53545556 = $1535455S6 + 5253545556,

(3) s1(s2 + 53)545556 = $152545556 + 5153545556,

(4) 5155(53 + 54)S5S6 = 5152535556 + 5152545556,

(5) 515253(s4 + S5)Sg = 5152535456 + S1525355S6,

(6) $1525354(S5 + Sg) = $152535455 + 5152535456
untuk setiap sy, S5, S3, S4, Ss, Sg, S7, Sg, Sg € S.

Definisi 3.1.2 Misalkan S adalah semiring quiner. Maka elemen e € S disebut elemen identitas
jika xeeee = exeee = eexee = eeexe = eeeex = x untuk setiap x € S. Jika S memiliki elemen
identitas maka S disebut semiring quiner dengan elemen identitas. Pada penelitian ini, semiring
guiner S menunjukkan semiring quiner S dengan elemen identitas.

Definisi 3.1.3 Misalkan V,W,X,Y,Z adalah himpunan bagian dari semiring quiner S. Maka
didefinisikan VWXYZ = {Z}Ll ViWiXiViZ; | Vi € V, 4] € W, X € X, Vi € Y, Zi € Z}

Berdasarkan Definisi 3.1.3, diperoleh OVWXY = {}i-, Ov;w;x;y; | v; €V, w; E W,x; € X,y; €
Y} ={3L,0} ={0} =VOWXY = VIWOXY = VIWX0Y = VIWXYO.

Definisi 3.1.4 Semigrup penjumlahan I dari semiring quiner S disebut ideal dari S jika
XS1S52S3S4,S51XS2S5354, S1S2XS354, S15253XS4, S15253S,x € I untuk setiap x € I dan sq,5,53,54 €
S.

Definisi 3.1.5 Ideal dari semiring quiner S yang dibangun oleh v € S didefinisikan (v) =
SSSSvSSSS.

Definisi 3.1.6 Ideal I dari semiring quiner S disebut ideal prima dari S jika VWXYZ c I
mengakibatkan V €1 atau W S atau X € atau Y S [ atau Z S 1 untuk setiap ideal
V,W,X,Y,Z dari S. Selanjutnya, I disebut ideal semiprima lengkap dari S jika x5 €I
mengakibatkan x € I untuk setiap x € S.

Teorema 3.1.7 Misalkan S adalah semiring quiner dan I adalah ideal dari S. Maka I adalah ideal
prima dari S jika dan hanya jika vSSSSwSSSSxSSSSySSSSz < I mengakibatkan v € I atau w €
[ atau x € [ atau y € [ atau z € I untuk setiap v,w,x,y,z € S.

Bukti. (=). Ambil sebarang v,w,x,y,z € S yang memenuhi vSSSSwSSSSxSSSSySSSSz < 1.
Karena (v) = SSSSvSSSS, maka diperoleh
(WHWH Ny z) = SSSSV(SSSSS)SSSW(SSSSS)SSSx(SSSSS)SSSY(SSSSS)SSSZSSSS

C SSSS(vSSSSwSSSSxSSSSySSSSz)SSSS

C (5SSSI)SSSS € ISSSS < 1.
Karena I adalah ideal prima dari S, maka (v) € I or (w) S I or{x) S I or(y) € I or(z) < I. Jadi,
diperolehvelorwelorxeloryelorzel.

(<). Ambil sebarang ideal V,W,X,Y,Z dari S yang memenuhi VWXYZ < I. Tanpa

mengurangi keumuman, misalkan W, X,Y,Z & I. Maka terdapatw € W,x € X,y eY,dan =z €
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Z sedemikian sehingga w,x,y,z & 1. Oleh karena itu, untuk setiap v € V diperoleh
vSSSSwWSSSSxSSSSySSSSz < (VSSSS)(WSSSS)(XSSSS)(YSSSS)(ZSSSS) € VWXYZ < 1.
Dengan demikian, diperoleh v € I yang mengakibatkan V < I. Jadi, I adalah ideal prima dari S.

Definisi 3.1.8 Himpunan bagian tidak kosong M dari semiring quiner S disebut m-sistem jika
untuk  setiap v,w,x,y,z€ M terdapat s;,S,,53, ...,51¢ €S sedemikian  sehingga
VS1525354WS5565758XS9510511512Y513514515516Z € M.

Teorema 3.1.9 Misalkan S adalah semiring quiner dan I adalah ideal dari S. Maka I adalah ideal
prima dari S jika dan hanya jika komplemen dari I yang dinotasikan sebagai /¢ adalah m-
sistem.

Bukti. (=). Andaikan bahwa I¢ bukan m-sistem. Maka terdapat v, w, x,y,z € I¢ sedemikian
sehingga untuk setiap sy, s, S3, ..., S16 € S mengakibatkan vs;s,S3S,WSsSgS7SgXS9S10511512Y
S13514515516Z € 1. Oleh karena itu, diperoleh vSSSSwSSSSxSSSSySSSSz < 1. Karena I adalah
ideal prima dari S, maka berdasarkan Teorema 3.1.7, diperoleh v € I atau w € [ atau x € I atau
y € I atau z € I. Hal ini menimbulkan suatu kontradiksi. Jadi, I¢ adalah m-sistem.

(). Misalkan I¢ adalah m-sistem. Maka untuk setiap v,w,x,y,z € I¢ terdapat
$1,S2,S3, ..., S16 € S yang memenuhi vs;5,53S,WS5SS7SgXS9S10511512Y513514515516Z € 1. Oleh
karena itu, diperoleh vSSSSwSSSSxSSSSySSSSz & 1. Jadi, berdasarkan Teorema 3.1.7, I
adalah ideal prima dari S.

Definisi 3.1.10 Ideal I dari semiring quiner S memiliki sifat insersi jika vwxyz € I mengakibatkan
vSSSSwSSSSxSSSSySSSSz < I untuk setiap v, w, x,y,z € S.

Teorema 3.1.11 Misalkan S adalah semiring quiner dan P (S) adalah radikal prima dari S, yaitu
irisan dari semua ideal prima dari S. Maka P (S) adalah ideal dari S.

Bukti. Berdasarkan definisi dari P(S), diperoleh P(S) € S. Karena 0 € I untuk setiap ideal prima
I dari S, maka 0 € P(S) yang mengakibatkan P (S) # @. Selanjutnya, ambil sebarang x;,x, €
P(S). Maka x4, x, € I untuk setiap ideal prima I dari S. Oleh karena itu, x; + x, € I untuk setiap
ideal prima I dari S. Dengan demikian, diperoleh x; + x, € P(S). Selanjutnya, ambil sebarang
x € P(S) dan sy, s5, 53,54 € S. Akibatnya, x € I untuk setiap ideal prima I dari S. Oleh karena itu,
515253S4X,515253XSy4,S1S2XS3S4,S1XS2S354,XS152535, € [ untuk setiap ideal prima I dari S.
Dengan demikian, s;5,5354X,515253XSy,S152XS3S4,S1XS25354, XS1525354 € P(S). Jadi, P(S)
adalah ideal dari S.

Definisi dari semiring quiner merupakan perumuman dan adaptasi dari definisi semiring terner
yang telah diteliti oleh Dutta dan Kar pada [4]. Jika pada semiring terner hanya melibatkan 3 elemen
pada operasi perkaliannya, maka pada semiring quiner terdapat 5 elemen yang terlibat. Pada
semiring terner hanya terdapat 3 sifat distributif yaitu distributif kiri, tengah, dan kanan, sedangkan
pada semiring quiner terdapat 5 sifat distributif. Hal ini berakibat pada definisi dari elemen
identitas, ideal, ideal prima, ideal semiprima lengkap, himpunan m-sistem, dan ideal yang memiliki
sifat insersi. Definisi-definisi tersebut merupakan perumuman dan adaptasi dari definisi yang telah
diteliti oleh Dutta dan Kar pada [4] dan Dutta dan Mandal pada [3]. Sifat-sifat yang diperoleh pada
bagian ini juga merupakan perumuman dan adaptasi dari penelitian [3] dan [4]. Sebagai contoh
pada penelitian [4] disebutkan bahwa suatu ideal I dari semiring terner S disebut prima jika dan
hanya jika vSSwSSx € I mengakibatkan v € I atau w € I atau x € I untuk setiap v,w,x € S.
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Maka pada penelitian dilakukan perumuman dan adaptasi dari sifat tersebut, yaitu ideal I dari
semiring quiner S disebut prima jika dan hanya jika vSSSSwSSSSxSSSSySSSSz 1
mengakibatkan v € [ atau w € [ atau x € [ atau y € [ atau z € [ untuk setiap v,w, x,y,z € S.

3.2 Himpunan Bagian Khusus dari Semiring Quiner

Pada bagian ini, diberikan definisi dari himpunan bagian khusus dari semiring quiner yang
merupakan perumuman dari himpunan bagian khusus pada [3]. Selanjutnya, diberikan beberapa
sifat dari himpunan bagian khusus tersebut.

Dapat diperhatikan bahwa (xSS5S)'x = xSSSx €S, (xS55)?x = (xSSSx)SSSx € SSSSx € S,
(xS55)3x = (xS55x)SSS(xSSSx) € SSSSS € S. Hal ini mengakibatkan (xSSS)"x € S untuk
setiapn € Z*.

Definisi 3.2.1 Misalkan S adalah semiring quiner dan I adalah ideal prima dari S. Maka
didefinisikan
K(I) = {x € S| xS555ySSS € P(S) untuk suatu y € I1¢},
K(I) = {x € S| (x§55)"x < K(I) untuk suatu n € Z*},
K, = {x € S| xySSS € P(S) untuk suatu y € I¢},
K, = {x € S| (xSS5)™x € K, untuk suatu n € Z*}.

Proposisi 3.2.2 Misalkan S adalah semiring quiner dan I adalah ideal prima dari S. Maka
1) KO <1,
(2 K() KM €K,
B) K() S K, CK,.

Bukti. (1). Ambil sebarang x € K(I). Maka terdapat y € I¢ sedemikian sehingga xSSSSySSS €
P(S). Akibatnya, xSSSSySSS <1 untuk setiap ideal prima I dari S. Oleh karena itu,
(xSSSSySSS)SxSSSSxSSSSx € 1(SSSSS)(SSSSS)SS < ISSSS < 1. Berdasarkan Teorema 3.1.7,
diperoleh x € I. Jadi, K(I) < I.

(2). Ambil sebarang x € K(I). Maka terdapat y € I¢ sedemikian sehingga xSSSSySSS <
P(S). Berdasarkan Teorema 3.1.11, diperoleh (xSSS)™(xSSSSySSS) < (SSSS)"(?(S)) c P(S).
Oleh karena itu, diperoleh (xSSS)™x € K(I) yang mengakibatkan x € K (I). Dengan demikian,
diperoleh K (I) € K(I). Selanjutnya, ambil sebarang x € K(I). Maka terdapat n € Z* sedemikian
sehingga  (xSSS)"x € K(I).  Akibatnya, terdapat y €I¢ sedemikian  sehingga
(xSSS)*xSSSSySSS < P(S). Karena S memiliki elemen identitas e, maka (xSSS)™"xySSS =
(xSSS)"(xeeee)ySSS € (xSSS)*xSSSSySSS € P(S). Oleh karena itu, (xSSS)"x € K; yang
mengakibatkan x € K;. Dengan demikian, diperoleh K(I) € K;. Jadi, K(I) € K(I) € K.

(3). Ambil sebarang x € K(I). Maka terdapat y € I¢ sedemikian sehingga xSSSSySSS <
P(S). Karena S memiliki elemen identitas e, maka xySSS = (xeeee)ySSS € xSSSSySSS <
P(S). Oleh karena itu, diperoleh x € K;. Dengan demikian, diperoleh K(I) € K;. Selanjutnya,
ambil sebarang x € K;. Maka terdapat y € I sedemikian sehingga xySSS € P(S). Berdasarkan
Teorema 3.1.11, diperoleh (xSSS)™(xySSS) € (SSSS)™(P(S)) € P(S). Oleh karena itu,
diperoleh (xSSS)"x € K; yang mengakibatkan x € K;. Dengan demikian, diperoleh K, < K;. Jadi,
K() S K, SK,.
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Proposisi 3.2.3 Misalkan S adalah semiring quiner dan I, I, adalah ideal prima dari S dengan
I, € I, Maka K(I;) € K(I,),K(I;) € K(I,), K;, € K;,dan K}, € K}..

Bukti. Ambil sebarang x € K(I,). Maka terdapat y € (I,)¢ sedemikian sehingga xSSSSySSS €
P(S). Karena I; € I,, maka diperolen (I,)¢ < (I,)¢ yang mengakibatkan y € (I;)¢. Dengan
demikian, diperoleh x € K(I,). Jadi, K(I;) € K(I,). Dengan cara yang sama, dapat dibuktikan
juga bahwa K (I,) € K(I,), K;, € K, dan K, S K.

Lema 3.2.4 Misalkan S adalah semiring quiner dan I adalah ideal prima dari S. Maka K(I) =
{x € S| xSSSS(y)SSS < P(S) untuk suatu y € I¢}.

Bukti. Didefinisikan K'(I) = {x € S | xSS5S(y)SSS < P(S) untuk suatuy € I¢}. Ambil sebarang
x € K'(I). Maka terdapat y € I¢ sedemikian sehingga xSSSS(y)SSS € P(S). Karena S adalah
semiring quiner dengan elemen identitas, maka (y) = SS5SySSSS. Oleh karena itu, xSSSSySSS <
xSSSS(y)SSS < P(S) yang mengakibatkan x € K (I). Dengan demikian, diperoleh K'(I) <€ K(I).
Selanjutnya, ambil sebarang x € K(I). Maka terdapat y € I¢ sedemikian sehingga xSSSSySSS <
P(S). Oleh  karena itu, diperoleh  xSSSS(y)SSS = xSSSS(SSSSySSSS)SSS =

xSSS(S555S5)y(SSSSS)SS < xSSSSySSS < P(S) yang mengakibatkan x € K'(1).
Dengan demikian, diperoleh K(I) € K'(I). Jadi, K(I) = K'(I).

Teorema 3.2.5 Misalkan S adalah semiring quiner dan I adalah ideal prima dari S. Maka K (I)
adalah ideal dari S.

Bukti. Berdasarkan Definisi 3.2.1, diperoleh K(I) € S. Karena terdapat y € I¢ sedemikian
sehingga 05SSSySSS = {0} < P(S), maka 0 € K(I) yang mengakibatkan K (I) # @. Selanjutnya,
ambil sebarang x;, x, € K(I). Berdasarkan Lema 3.2.4, terdapat y;,y, € I sedemikian sehingga
x,5555(y;,)SSS € P(S) dan x,S555(y,)SSS < P(S). Berdasarkan Teorema 3.1.9, diperoleh I¢
adalah  m-sistem.  Akibatnya, terdapat si,s,,53,...,516 €S  sedemikian  sehingga
V151525354Y155565758Y259510511512Y2513514515516Y2 € 1¢. Perhatikan bahwa
x1SS555(Y151525354Y155565758Y259510511512)2513514515516Y2) 5SS

= X1 SS555555Y1(51525354Y1) (S5565758Y2) (S9510511512Y2) (513514515516Y2)SSSSSSS

C x;55555555y,(5555)SSSSSSS

C x,S555(5555y,5555)SSS

= x15555(y;1)SSS € P(S) dan
X2 SSSS(Y151525354Y155565758Y259510511512Y2513514515516Y2)SSS

= X1 S5S555555(y151525354) (V155565758) (¥259510511512) (V2513514515516) Y2 SSSSSSS

C x,S5555555(555S5)y,SSSSSSS

C x,5555(5555y,5555)SSS

= x,5555(y,)SSS € P(S).
Oleh karena itu, berdasarkan Teorema 3.1.11 diperoleh
(1 + x2)SSSS(Y151525354Y155565758Y259510511512Y2513514515516Y2)5SS

= X1 SS55(Y151525354Y155565758Y259510511512Y2513514515516Y2)5SS +
X2 SSSS(Y151525354Y155565758Y259510511512Y2513514515516Y2)SSS

CPS)+P(S) cP(S).
Dengan demikian, diperoleh x; + x, € K(I).
Selanjutnya, ambil sebarang x € K(I) dan s, s,, 53,54 € S. Berdasarkan Lema 3.2.4, terdapat y €
1¢ sedemikian sehingga xSSSS(y)SSS < P(S). Berdasarkan Teorema 3.1.11, diperoleh
(5152535,x)SSSS(y)SSS € SSSS(xSSSS(y)SSS)
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c SSSS(P(S)) € P(S) dan
(%515,535,)55S55(y)SSS € x(55555)SS5S(y)SSS
C xSSSS(y)SSS € P(S).
Oleh karena itu, diperoleh s;s,535,x, x515,535, € K(I). Selanjutnya, karena S memiliki elemen
identitas e, maka
515,53%XS, € SS5xS = SSS(exeee)S € SSSSxSSSS = (x) € K(I),
51S2XS3S, € SSxSS = SS(eexee)SS < SSSSxSSSS = (x) € K(I), dan
51XS,53S4 € SxSSS = S(eeexe)SSS S SSSSxSSSS = (x) € K(I).
Dengan demikian, diperoleh s;5,53x5,, 515,XS354, S1X5,5354 € K(I). Jadi, K(I) adalah ideal dari
S.

Teorema 3.2.6 Misalkan S adalah semiring quiner dan I adalah ideal prima dari S. Maka
(1) Jika K; adalah ideal dari S dan memiliki sifat insersi, maka K; adalah ideal dari S,
(2) Jika K; adalah ideal semiprima lengkap dari S, maka K; = K;.

Bukti. (1). Berdasarkan Definisi 3.2.1, diperoleh K; € S. Karena terdapat n € Z* sedemikian
sehingga (0SSS)™0 = {0} € K,, maka 0 € K, yang mengakibatkan K; # @. Selanjutnya, ambil
sebarang x,,x, € K;. Maka terdapat n,,n, € Z* sedemikian sehingga (x;SSS)™x, € K; dan
(x,858)"2x, € K;. Karena K; adalah ideal dari S dan memiliki sifat insersi, maka
((e1 + x2)SSS)™ ™ (g + x,) = (2,555 + x,555)™*2 (x; + x,)
= (%,.5SS + x,55S)M*"2x, + (x,S5S + x,555)M1* "2,
= (x;,SSS)™*2x, + (ng + ny — 1)(x,5SS)™M+"2"1x, S5Sx, + --- +
(ny + ny, — 1)x,S85(x,SSS)M* 21y, + (x,S5S)Mtn2x, +
(x,SSS)™M* 2 x, + (ng +ny — 1)(x,5SS) M1 215, 65Sx, + +++ +
(ny + ny, — 1)x;S85(x,SSS)MtM2~1x, + (x,555) 1t M2y,
= ((15585)™x1) (21)"2 71 (S58) "2y +
(ny + 1, — 1)((x,558) ™ 1x,) (x1) 272 (5SS) 2" 1x,555x, + -+ +
(ny +ny — Dx;SSS((x,855)2x,) ()12 (x,88S) ™M1, +
((x2858)"22) (o)™ 7 (S5S) M xy +
((x1588)™1x1) (1) "2 "1 (SSS)"2x, +
(ny + 1y, — 1)((x,558) ™ x,) ()27 2(558) 2 1 x,555x, + -+ +
(ny +ny — D)x;SSS((x,855)2x5) ()12 (x,8SS) ™~ 1x, +
((x2558)"2x3) (a2 )1 7 (S5S) ™M x,
C (K)(x))"271(558)2x; + (ng + ny — (K (x)™272(88S)* 2" 1x,558x, + - +
(g + ny — D SSS(K)) ()™ 2 (x,58S) ™ Loey + (Kp) (x2)™ 71 (S5S) My +
(K (x)™271(S5S)"2x, + (ng + ny — 1) (K (x,)™272(55S)"2"1x,558x, + -+ +
(ny 4+ ny — D)x SSS(KP) (x2)"1 72 (x,858) 1 ey + (Kp) ()™~ 1 (SSS) M x,
CK+K++K+K+K+K +--+K +K, CK,.
Dengan demikian, diperoleh x; + x, € K|.
Selanjutnya, ambil sebarang x € K, dan s;,s,,s3,5, € S. Maka terdapat n € Z* sedemikian
sehingga (xSSS)"x < K;. Karena K; adalah ideal dari S, maka
((xslszs3s4)SSS)n(x51525354) C (xSS55555)"xSSSS
C (xSSS)™xSSSS < (K;)SSSS € K, dan
((slszs3s4x)SSS)n(slszs3s4x) C (S555xSSS)"SSSSx
= (55585)™ xSSSxSSSxSSS ... xSSSxSSS SSSSx

xSSS sebanyakn
= (5555)"xSSSxSSSXSSS ... xSSSxSS(SSSSS)x
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C (SSSS)™ xSSSxSSSxSSS ... xSSSxSSS x
xSSS sebanyak n

= (5555)™(xSSS)"x

C (SSSS™(K)) € K.
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Oleh karena itu, diperoleh xs;5,5354, 515,535, € K;. Selanjutnya, karena S memiliki elemen

identitas e, maka
((5120525354)555)" (51%525354) € (SXSSSSSS)"SxSSS
= (SeeexeSSSSSS) SeeexeSSS
C (5555xSSS)"SSSSxSSSS
= (5555)™ xSSSxSSSxSSS ... xSS5xSSS SS55xSSSS

xSSS sebanyakn
= (5555)"xSS5xSSSxSSS ... xSSSxSS(S5555)xSSSS

C (5SSS)™ xSSSxSSSxSSS ... xSSSxSSS xSSSS
xSSS sebanyak n
= (S555)™(xSSS)"xSSSS
C (5SSS)™(K;)SSSS € K;,
((5152x53s4)555)n(5152x53s4) C (55xSSSSS)"'SSxSS
= (SSeexeeSSSSS)'SSeexeeSS
C (5555xSSS)"SSSSxSSSS
= (SSSS)™ xSSSxSSSxSSS ... xSSSxSSS SSSSxSSSS

xSSS sebanyakn
= (5555)"xSS5xSSSxSSS ... xSSSxSS(S5555)xSSSS

C (SS5S)™ xSSSxSSSxSSS ... xSS5xSSS xSSSS

xSSS sebanyak n
= (5555)™(xSSS)"xSSSS
C (SSSS)™(K;)SSSS € K;,
((slszs3xs4)SSS)n(515253xs4) C (S55xSSSS)™SSSxS
= (SSSexeeeSSSS)'SSSexeeeS
C (5555xSSS)"SSSSxSSSS
= (5555)" xSSSxSSSxSSS ... xSS5xSSS SSSSxSSSS

xSSS sebanyakn
= (5555)"xSS5xSSSxSSS ... xSSSxSS(S5555)xSSSS

C (SS55)™" xSSSxSSSxSSS ... xSS5xSSS xSSSS

xSSS sebanyak n
= (55S5)"™(xSSS)"xSSSS

c (SSSS)™(K;)SSSS < K.

Dengan demikian, diperoleh s;xs,535,, S15,XS3S4, S15,53xS, € K;. Jadi, K; adalah ideal dari S.

(2). Berdasarkan Proposisi 3.2.2, diperoleh K, € K,. Selanjutnya, ambil sebarang x € K.
Maka terdapat n € Z* sedemikian sehingga (xSSS)"x € K,. Perhatikan bahwa x*"*1 e
(xSSS)™x < K;. Karena K; adalah ideal semiprima lengkap dari S, maka x € K;. Dengan demikian,

diperoleh K, € K. Jadi, K; = K|.

Definisi himpunan bagian khusus dari semiring quiner merupakan perumuman dan adaptasi dari
definisi himpunan bagian khusus dari semiring terner yang telah diteliti oleh Dutta dan Mandal
pada [3]. Sebagai contoh pada [3] didefinisikan salah satu himpunan bagian khusus dari semiring
terner S untuk setiap ideal prima I yaitu K (I) = {x € S | xSSyS € P(S) untuk suatuy € 1¢}. Maka
pada penelitian ini dilakukan perumuman dan adaptasi dari definisi tersebut untuk semiring quiner
S dan ideal prima I yaitu K(I) = {x € S | xSSSSySSS € P(S) untuk suatu y € I¢}. Hal ini
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menyesuaikan dari definisi semiring quiner itu sendiri yang melibatkan 5 elemen pada operasi
perkaliannya. Hal ini juga berlaku pada himpunan bagian khusus yang lain. Sifat-sifat yang
diperoleh pada bagian ini juga merupakan perumuman dan adaptasi dari penelitian [3]. Hal yang
membedakan adalah objek yang digunakan, yaitu semiring quiner yang merupakan perumuman
dan adaptasi dari semiring terner.

4. KESIMPULAN

Semiring quiner merupakan perumuman dan adaptasi dari semiring terner, artinya semiring
guiner mengembangkan dan memperluas konsep semiring terner dengan menambahkan elemen
dan aturan operasinya. Semiring quiner mencakup semiring terner dalam ruang lingkupnya tetapi
dengan struktur atau aturan yang lebih kompleks. Jika pada semiring terner hanya melibatkan 3
elemen pada operasi perkaliannya, maka pada semiring quiner terdapat 5 elemen yang terlibat. Pada
semiring terner hanya terdapat 3 sifat distributif yaitu distributif kiri, tengah, dan kanan, sedangkan
pada semiring quiner terdapat 5 sifat distributif. Akibatnya, himpunan bagian khusus dari semiring
quiner juga merupakan perumuman dan adaptasi dari himpunan bagian khusus dari semiring terner.
Pada penelitian ini, peneliti berhasil mendefinisikan dan membuktikan dengan rinci sifat-sifat yang
berkaitan dengan semiring quiner dengan melakukan perumuman dan adaptasi dari sifat-sifat yang
berlaku pada semiring terner.
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