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Abstract

Fractional derivative is a generalization of ordinary derivative with non-integer or fractional
order. This research presented fractional derivative of hyperbolic function (hyperbolic sine,
hyperbolic cosine, hyperbolic tangent, hyperbolic cotangent, hyperbolic secant, and hyperbolic
cosecant) with order constraint 0 < a < 1. The hyperbolic function is presented in Maclaurin
series form. Then, the fractional derivative can be determined by using definition of Riemann-
Liouville fractional derivative. The result is simulated by using Matlab software.
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Abstrak

Turunan fraksional adalah generalisasi dari turunan biasa dengan orde non-integer atau
pecahan. Penelitian ini menyajikan turunan fraksional dari fungsi hiperbolik (sinus hiperbolik,
cosinus hiperbolik, tangen hiperbolik, cotangen hiperbolik, secan hiperbolik, dan cosecan
hiperbolik) dengan batasan orde 0 < a < 1. Fungsi hiperbolik tersebut disajikan dalam bentuk
deret Maclaurin. Selanjutnya, turunan fraksionalnya dapat ditentukan dengan menggunakan
definisi turunan fraksional menurut Riemann-Liouville. Hasilnya disimulasikan dengan
menggunakan software Matlab.

Kata kunci: deret Maclaurin, fungsi hiperbolik, turunan fraksional.

1. PENDAHULUAN

Turunan merupakan salah satu konsep fundamental dalam matematika. Turunan sering
diterapkan dalam permasalahan di bidang fisika dan ekonomi, seperti kecepatan, percepatan,
hukum kedua Newton, elastisitas, dan perhitungan biaya marginal. Pada tahun 1695, Leibniz dan
L'Hospital menemukan turunan berorde setengah. Konsep ini dikembangkan lebih lanjut oleh Euler
dan Liouville [7] yang memperkenalkan ide mengenai turunan dengan orde non-integer. Turunan
ini dikenal sebagai turunan berorde fraksional atau turunan fraksional. Pada perkembangannya,
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banyak peneliti yang berkontibusi dalam pendefinisian turunan fraksional. Definisi yang paling
umum digunakan adalah turunan fraksional Riemann-Liouville [4, 9], turunan fraksional Caputo
[9], turunan fraksional Grunwald-Letnikov [9] dan modifikasi turunan fraksional Jumarie [2].
Namun, gagasan tentang turunan fraksional Riemann-Liouville lebih banyak digunakan terutama
padaorde a (n —1 < a < n,n € N) [6].

Riemann-Liouville mendefinisikan turunan fraksional dengan menggunakan turunan dari
integral hasil kali suatu fungsi dengan variabel (t — s)~%, sehingga biasanya sulit dicari solusinya
secara analitik. Salah satu metode untuk menyelesaikan masalah ini adalah dengan
merepresentasikan fungsi sebagai deret kuasa. Metode yang digunakan dalam menyajikan fungsi
dalam bentuk deret kuasa adalah metode deret Maclaurin. Penelitian dari [1] menjelaskan bahwa
deret Maclaurin dapat digunakan dalam memecahkan masalah persamaan differensial fraksional
linear dan nonlinear, serta menyajikan solusi dari berbagai macam masalah turunan fraksional.
Penelitian lain dari Zhang [12] membahas ekspansi deret Maclaurin dari fungsi sinus dan cosinus.

Penelitian ini mengkaji penggunaan metode deret Maclaurin dalam masalah turunan fraksional
dari suatu fungsi dengan orde 0 < a < 1. Metode ini mensyaratkan fungsi dapat diturunkan sampai
tak berhingga kali [10]. Salah satu fungsi yang bersifat demikian adalah fungsi hiperbolik. Fungsi
hiperbolik meliputi sinus hiperbolik, cosinus hiperbolik, tangen hiperbolik, cotangen hiperbolik,
secan hiperbolik, dan cosecan hiperbolik. Fungsi tersebut direpresentasikan dalam bentuk turunan
fraksional dengan bantuan deret Maclaurin.

Penelitian ini juga menyajikan solusi turunan fraksional dalam bentuk grafik, yaitu berupa hasil
simulasi visual dengan bantuan software matematika Matlab. Matlab adalah sebuah bahasa
pemrograman tingkat tinggi yang secara khusus digunakan untuk komputasi numerik,
pemrograman, dan visualisasi. Matlab merupakan singkatan dari Matriks Laboratorium yang
berkembang pada tahun 1970an dan sering digunakan dalam bidang matematika, sains, dan teknik

[5].

2. TINJAUAN PUSTAKA

Akan dijelaskan beberapa definisi dan teorema mengenai deret kuasa, fungsi gamma, dan
turunan fraksional.

2.1 Deret Kuasa

Teorema 2.1 [10]
Jika f merupakan representasi (ekspansi) dari deret kuasa, dengan

flx)= Z cp(x —a)",dan |x —a| <R
n=0
maka koefisien yang diberikan adalah

f™(a)
Cp = R
Substitusi rumus c,, kembali ke dalam deret, dapat dilihat bahwa f adalah suatu deret kuasa yang
diekspansikan di sekitar x = a.

Representasi f dalam bentuk deret kuasa adalah

£
foo =Y L@ oy
n=0

n
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fl('a) . fz('a)(x_a)z f ( )( Cae
disebut deret Taylo'r dari fungsi f di sekitar x = a.
Khususnya untuk a = 0, deret tersebut menjadi

N0
f) = Z —
n=0
124 0 nr
f() f()(x_o) f ()( 04

yang kemudian dlsebut deret Maclaurln

Teorema 2.2 [10]
Jika ), a,, dan }; b,, adalah deret konvergen, maka berlaku

o)

i. Z ca,=c Z a, , dengan c konstanta

n=1 n=1
o

;(an +by) =
i, ;(an —b,)

Selanjutnya, akan dijelaskan representasi deret Maclaurin dari fungsi sinus hiperbolik dan fungsi
cosinus hiperbolik.

ﬁM8llM8

2
g

Fungsi sinus hiperbolik dapat ditulis:

f(t) =sinht = ¢

Representasi f(t) = sinh t dalam bentuk deret Maclaurin adalah
sinht =t + + ' + +

t e—t

5!
Akibatnya untuk setiap t € R, berlaku
o1
i ht=Z—t2"+1. 2.1
st 2n+ 1! 21
n=0
Fungsi cosinus hiperbolik dapat ditulis:
et +et
f(t) = cosht = >
Representasi f(t) = cosh t dalam bentuk deret Maclaurin adalah
2 t4 t6
cosht—1+2|+4'+6|+

Akibatnya untuk setiap t € R, berlaku
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o 1
cosht = z mtzn. (2.2)
n=0

Teorema 2.3 [10]
Diberikan deret kuasa

o]

Y e—ayr

n=0
hanya ada tiga kemungkinan:
i. Deret konvergen saat x = a
ii. Deret konvergen untuk setiap x
iii. Terdapat bilangan positif R sedemikian hingga deret tersebut konvergen jika |x — a] < R dan

Cn

divergen jika |x — a| > R, dengan R = lim

n—-oo

Cn+1

Representasi pada persamaan (2.1) dan (2.2) berbentuk deret Maclaurin, sehingga dapat dicari
selang konvergensinya dengan menggunakan metode pada Teorema 2.3.

1
Zn=0 (2n+1)!

maka deret sinh t konvergen untuk setiap t dengan

Selanjutnya, akan ditentukan selang konvergensi untuk fungsi sinht = ———¢2"*1 Untuk

setiap bilangan asli n, misalkan c,, =
1
|
[t] < lim w
n—-oo
(2n + 3)!
_ (2n + 3)!
~ nle (2n+1)!
= lim |(2n + 3)(2n + 2)|
n—-oo
= OO
Selang konvergensi deret tersebut adalah (—oo,0) atau deret tersebut konvergen untuk setiap
bilangan real.

(2n 1)"

Selanjutnya, akan ditentukan selang konvergensi untuk fungsi cosht = Y- Omtzn Untuk

setiap bilangan asli n, misalkan c,, = maka deret cosh t konvergen untuk setiap t dengan

(2 )"
1
1
n—oo 1
(2n+2)!
_ (2n+2)!
~ale | (2n)!
= lim |2n+ 2)(2n + 1)|
n—oo
= o0

Selang konvergensi deret tersebut adalah (—oo,0) atau deret tersebut konvergen untuk setiap
bilangan real.
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Teorema 2.4 [10]
Misalkan deret kuasa Y:5—, a,x™ dengan jari-jari kekonvergenan R > 0 dan fungsi f didefinisikan
sebagai:

oo

f6)= ) ap”

n=0
adalah terdifferensial dan kontinu di semua titik pada selang (a — R,a + R) dan

df_di n_id .
dx  dx nX™ = dx

n=0 o n=0 o
i. ffdx ZIZanx"dx = Zfanx”dx
n=0 n=0

pernyataan i dan ii tidak mengubah jari-jari kekonvergenan di R.

2.2 Fungsi Gamma dan Beta

Definisi 2.5 [13]
Fungsi gamma I'(z) didefinisikan sebagai

I'(z) = footz_le_t dt (Re(z) > 0),
0

dengan tZ~1 = (#=1108(®) |ntegral ini konvergen untuk setiap z € C (Re(z) > 0).
Rumus di atas dapat direduksi menjadi
I'(z+1)=2zI(z) (Re(z) >0)
Secara khusus, jika z = n € N, berlaku
'm+1) =n! (n € Ny)
dengan 0! = 1.

Definisi 2.6 [11]
Fungsi beta B (x, y) didefinisikan sebagai

1
Blx,y) = f t*"1(1-t)¥1de, Re(x) > 0,Re(y) >0
0

Hubungan antara fungsi gamma dan beta diberikan sebagai berikut:

_Iere)
I'(x+7y)

B(x,y)

2.3 Turunan Fraksional

Definisi 2.7 [3]
Misalkan n — 1 < @ < n € Z*, turunan fraksional Riemann-Liouville orde « dari fungsi f(t)
didefinisikan sebagai

a [t )
D% = d
F6) = | 5

(n—a)dt" ), (t —s)an+t
dengan I'(a) adalah fungsi gamma.

Sifat-sifat dari turunan fraksional adalah [8]:
1. Untuk ¢ = 0, operasi D*f(t) adalah operator identitas:
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DOf(t) = f(1)

2. Turunan fraksional merupakan operator linear:
DE(Af(t) + ug(t)) =AD“f(t) + uDg(t)

Teorema 2.8 [3]
Turunan fraksional dari fungsi kuasa f(t) = tP, dengan p = 0 memenuhi:
F'p+1)
Df(t) = ——————tP@
r® F'p—a+1)

3. METODOLOGI PENELITIAN

Penelitian ini menggunakan studi literatur. Adapun langkah-langkah yang digunakan dalam
penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Membuktikan teorema turunan fraksional dari fungsi kuasa dan menentukan turunan fraksional
dari suatu konstanta.

2. Menentukan turunan fraksional dari fungsi sinus hiperbolik dan cosinus hiperbolik melalui
representasi dari deret Maclaurin, mencari selang konvergensinya, serta membuat simulasi dan
interpretasinya dengan menggunakan software Matlab.

3. Menentukan turunan fraksional dari fungsi tangen hiperbolik, cotangen hiperbolik, secan
hiperbolik, cosecan hiperbolik melalui pembagian antar deret Maclaurin, serta membuat
simulasi dan interpretasinya dengan menggunakan software Matlab.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada penelitian [1] disajikan metode deret Maclaurin, yang secara khusus digunakan sebagai
solusi dalam permasalahan persamaan differensial fraksional. Namun, pada penelitian ini metode
deret Maclaurin digunakan untuk merepresentasikan turunan fraksional dari fungsi hiperbolik.
Disebutkan bahwa pada penelitian [12] membahas mengenai ekspansi deret Maclaurin dari fungsi
sinus dan cosinus. Namun, pada penelitian ini akan disajikan ekspansi deret Maclaurin dari fungsi
hiperbolik.

4.1 Pembuktian Teorema Turunan Fraksional

Pada penelitian [3] Teorema 2.8 tidak disajikan bukti, sehingga perlu dibuktikan terlebih
dahulu menggunakan definisi turunan fraksional Riemann-Liouville pada Definisi 2.7. Selain itu,
akan dicari juga turunan fraksional dari suatu konstanta. Kedua turunan fraksional ini nantinya akan
digunakan pada perhitungan turunan fraksional dari fungsi hiperbolik di pembahasan selanjutnya.

a. Membuktikan bahwa f(t) = t? — Df(t) = %t”'“.
Berdasarkan Definisi 2.7, kita tulis

1 dtrt f@)

D« = = | 17
O =ta=ga), t=nem®
1 dmr t sP
) L2 A R R —
= tm—war ), Gy ©
Misalkan s = tu,0 < u < 1 dan ds = t du, diperoleh
ar (! (tu)?
D%tP = tdu

T(n—a)dth ), (t — tu)en+1

1 dn L +1 n—-a-1
= mw}o tP up(t(l — u)) du



273
JURNAL MATEMATIKA, STATISTIKA DAN KOMPUTASI

Syifaul Janan, Tuhfatul Janan

1 d" fl 1 1 1
e — tptlgn—a- up(l _ u)n—a— du
Fn—a)dt™ J,
;d_n p+n— aflup(l _ u)n—a—l du
I'(n —a)dth 0
Berdasarkan Definisi 2.6, kita tulis
n
D&t™ = —( ) dt” tPT B (p+ 1,n — a)
1 ﬁ pin— L@+ DI —a)
F(n—a)dt” nF(p+n—a+1)
I'p+1) d pin—-a

F(p+n—a+1)dt"

['(p+1)

F(p+n—a+1)

F(p+n—a+1) 'p—a+1)

'p+1)

“"Th—-a+1)
Terbukti bahwa

pegp — L@+ 1D

rlp—a+1) ’

-

p-a p=0

Selanjutnya, akan ditentukan turunan fraksional dari suatu konstanta C.

b.
Berdasarkan Definisi 2.7, kita tulis

Df(t) =

1
D*C =

( a) dtnf (t _ S)a -n+1

Menentukan turunan fraksional dari suatu konstanta C.

f&

'nh—a) dtn o (t— s)“ —ntl

ds

Misalkan s = tu,0 < u < 1dands =t du, diperoleh

1
I'n—a) dtn
B C dr
T(n—a)dtm ),
3 C dm™
" I'(n—a)dth 0
— C dn tTl
" I'(n—a)dth

D*C =

Berdasarkan Definisi 2.6, kita tulis
n

C

I'n—a)dth
C dm

D*C =

- F(n—a)ﬁ

—-a

(t _ tu)a n+1 tdu

f (t —tw)" %1t du

j tn—a—l(l _ u)n—a—l tdu

1
f (1-w)"*ldu
0

OB (Ln — )
pa T = T(1)

rm—a+1)
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c dar

=t
'nh—a+1)dt?
C Thn—a+1) _,

"Th—-a+1) T(1l-a)
C

-

n-a

“Ta—a)"
sehingga
c

Td-a)'

-

D*C =

Diperoleh bahwa turunan fraksional dari suatu konstanta tidak bernilai nol (dari definisi Riemann-
Liouville). Hasil pembuktian dan perhitungan di atas akan digunakan pada pembahasan berikut ini.

4.2 Turunan Fraksional dari Fungsi Sinus Hiperbolik dan Cosinus Hiperbolik
Turunan fraksional dari fungsi sinus hiperbolik dan cosinus hiperbolik ditentukan melalui
representasi dari deret Maclaurinnya.
a. Turunan Fraksional dari Fungsi Sinus Hiperbolik
Persamaan (2.1) merupakan representasi f(t) = sinht dalam bentuk deret Maclaurin, sehingga

bisa kita tulis
-1
D%sinht = D¢ t2ntl
st (ZO 2n+ D!
n=

Berdasarkan Teorema 2.4, maka
[ee] 1
D%sinht = (Da 2n+1)
sinh ¢ Zo (2n+1)!t
n

o1
B Z Zr i P
n=0 '

Gunakan Teorema 2.8, diperoleh

— i 1 [(2n + 2)¢2n+i-a
Sin =
0(2n+1)! r2n+2-a)
n=

t2nt1=ar(2n + 2)
= (4.1)
0(2n+ DIT2n+2—a)
n=

Selanjutnya, untuk setiap bilangan asli n, misalkan
r2n +2)

n = Cn+DIT@2n+2—a)

Dengan menggunakan Teorema 2.3, deret (4.1) konvergen untuk setiap ¢ dengan

c
lt] < lim |—
n-ow [Cpyq
[(2n + 2)
— lim n+D!ITCn+ 2 —a)
T now r2n+4)

2n+3)!IT2n+4 — a)
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i r(2n+2) o @n+3)T2n+4—a)
e |@nr DITZn+ 2 —a) r(2n + 4)
=lim|2n+3—-a)2n+2 —a)|

n—-oo
= 00

Selang konvergensinya adalah (—oo, c0) atau deret tersebut konvergen untuk setiap bilangan real.

Hasil simulasi menggunakan software Matlab:

4

I T T T T T T T
alpha 0
35 alpha 0.1
- alpha 0.2
£ 3 alpha 0.3 -
s alpha 0.4
= 25 alpha 0.5 .
& alpha 0.6
_.;‘: 2 alpha 0.7 i
= —-—-alpha 0.8
£ 15 alpha 0.9 i
= —-—-alpha 1.0
5 1b--- ' -
=
05 .
0 : | | Il 1

0 02 04 0.6 0.8 1 1.2 14 16 18 2
t
Gambar 1. Grafik f(t) = D*sinht
Diperoleh bahwa jika a« mendekati 1, maka grafik mendekati turunan pertama dari fungsi sinus

hiperbolik yaitu f(t) = D' sinht = cosh t, sedangkan jika @ mendekati 0, maka grafik mendekati
fungsi semula yaitu f(t) = D sinh t = sinh t. llustrasinya seperti pada gambar berikut:

4 T T T 4

0 1 1 L 0

Gambar 2. Grafik f(t) = cosht dan f(t) = sinh t secara berturut-turut.

b. Turunan Fraksional dari Fungsi Cosinus Hiperbolik
Persamaan (2.2) merupakan representasi f(t) = cosht dalam bentuk deret Maclaurin, sehingga
bisa kita tulis
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1
a — Nna 2n
D%cosht =D (E —(Zn)!t )
n=0

Berdasarkan Teorema 2.4, maka

D% cosht = Z (D“Ltzn)
(2n)!

TL;O
1
=;(2n)!w t2m)

Gunakan Teorema 2.8, diperoleh
o 1 (TQ2n+ 1Dt2e
a —
D cosht = Z(Zn)!( r2n+1-a) >
n=
3 t2"=*r(2n+1) 0
_n_1(2n)!r(2n+1—a) (4.2)

Selanjutnya, untuk setiap bilangan asli n, misalkan
rn+1)

T 2T+ 1—a)

Dengan menggunakan Teorema 2.3, deret (4.2) konvergen untuk setiap t dengan
C
lt] < lim |—

n—-oo

Cn+1
r2n+1)

o en!ITn+1-a)
= am T(2n + 3)
Cn+2)'T2n+3—a)
_ r2n+1) ><(2n+2)!l"(2n+3—0c)
e eIt + 1 - o) T(2n + 3)
=lim|2n+2-a)2n+1-a)|
n—-oo
= 00

Selang konvergensinya adalah (—oo, 00) atau deret tersebut konvergen untuk setiap bilangan real.

Hasil simulasi menggunakan software Matlab:
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4 T I T T T T T

alpha 0

35+ alpha 0.1
© alpha 0.2
s 3f alpha 0.3 -
b3 alpha 0.4
= 25 alpha 0.5 -
s alpha 0.6
2 ol alpha 0.7 y
= —-—-alpha 0.8
£ 15K alpha 0.9 -
_g_ — - —-alpha 1.0
= 1 y
=z s

05 - .

0 - 1 1 1 1 1 | | 1 1

0 0.2 04 06 038 1 12 14 16 1.8 2

t
Gambar 3. Grafik f(t) = D* cosht

Diperoleh bahwa jika @ mendekati 1, maka grafik mendekati turunan pertama dari fungsi cosinus
hiperbolik yaitu f(t) = D! cosht = sinh t, sedangkan jika @ mendekati 0, maka grafik mendekati
fungsi semula yaitu f(t) = D° cosht = cosh t. llustrasinya seperti pada gambar berikut:

4 T T T 4

sinh(t)
~
cosh(t)

L 0 L 1
0 05 . 15 2

Gambar 4. Grafik f(t) = sinht dan f(t) = cosh t secara berturut-turut.

4.3 Turunan Fraksional dari Fungsi Tangen Hiperbolik, Cotangen Hiperbolik, Secan

Hiperbolik, dan Cosecan Hiperbolik

Turunan fraksional dari fungsi tangen hiperbolik, cotangen hiperbolik, secan hiperbolik, dan
cosecan hiperbolik tidak bisa dilakukan melalui representasi deret Maclaurin karena bentuk
umumnya yang sulit ditentukan. Solusi yang digunakan adalah melakukan pembagian antar deret
Maclaurin. Pembagian dilakukan dengan menggunakan bantuan software Matlab. Hasilnya adalah
deret yang disajikan dalam maksimal empat suku.
a. Turunan Fraksional dari Fungsi Tangen Hiperbolik

Turunan fraksional dari fungsi tangen hiperbolik dilakukan melalui pembagian deret
Maclaurin dari fungsi sinus hiperbolik dengan deret Maclaurin dari fungsi cosinus hiperbolik,
sehingga bisa kita tulis

D%tanht = D% (sinh t)
cosht
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Berdasarkan persamaan (2.1) dan (2.2), kita tulis

1 2n+1

D%tanht = D% " @n+ 1)

0 1
Zn=o Tzt

Dengan bantuan software Matlab, diperoleh
D%tanht = D% (t —1t3 +£t5 —£t7 + )
3 15 315

Berdasarkan Teorema 2.4, maka

D%*tanht = D%t — lD“1:3 + iD“t5 - iD“H + -
3 15 315

Gunakan Teorema 2.8, diperoleh
t-et1 1 31¢~e*3 2 5leats 17 71t~%+7

D%tanht = - — —
an T(—a+2) 3T(—a+4) 15T(—a+6) 315T(—a+8)

Selang konvergensi tidak perlu dicari karena turunan fraksionalnya tidak berupa deret kuasa.

Hasil simulasi menggunakan software Matlab:

10L T
0 e s — —
@ RN ¥
s 10} .
o
@ alpha 0
- -,
= 20| alpha 0.1 A
§ alpha 0.2
5 30F alpha 0.3 B
= alpha 0.4
S 40f alpha 0.5 .
3 alpha 0.6
= 50| alpha 0.7 B
=z

— - —-alpha 0.8

-60 |- alpha 0.9
— - —-alpha1.0
770 1 1 1 1 1 1 1 L
0 0.2 04 0.6 038 1 12 14 16 18

Gambar 5. Grafik f(t) = D%tanht

Diperoleh bahwa jika @ mendekati 1, maka grafik tidak mendekati turunan pertama dari fungsi
tangen hiperbolik yaitu f(t) = D! tanh t = sech?t, begitu juga jika a« mendekati 0, maka grafik
tidak mendekati fungsi semula yaitu f(t) = D° tanh t = tanht. llustrasinya seperti pada gambar
berikut:
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20 { -0f

sech?(t)
tanh(t)

40 - 4 4of

-60 - { -60f

1
15 2

Gambar 6. Grafik f = sech? t dan fl) = tanh ¢ secara berturut-turut.

b. Turunan Fraksional dari Fungsi Cotangen Hiperbolik

Turunan fraksional dari fungsi cotangen hiperbolik dilakukan melalui pembagian deret
Maclaurin dari fungsi cosinus hiperbolik dengan deret Maclaurin dari fungsi sinus hiperbolik,
sehingga bisa kita tulis

cosht
D“cothtzD“( _ )
sinht
Berdasarkan persamaan (2.1) dan (2.2), kita tulis
1
Lrmorz it
D% cotht = D% (in).
°°_ —t2n+1
=0 (2n + 1)!

Dengan bantuan software Matlab, diperoleh

D% tht—D“(1+1t 1t3+ 2t5 )
oMt = \r"3" 725" Toa5

Berdasarkan Teorema 2.4, maka
D%cotht = D%t~ 1 + lDO‘t - iD‘)‘t3 + iD"‘t5 — e
3 45 945
Perhatikan bahwa D%t~1 = 0.
Berdasarkan Teorema 2.8, diperoleh
1 ¢+t 1 31¢=a*3 2 5ltTats

D% cotht == S — _
co 3T(—a+2) 45T(—a+4) & 945T(—a +6)

Selang konvergensi tidak perlu dicari karena turunan fraksionalnya tidak berupa deret kuasa.

Hasil simulasi menggunakan software Matlab:
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2000

] —_—,—,—————

alpha 0
alpha 01
alpha 0.2
O . alpha 0.3 |-
alpha 0.4
alpha 0.5
6000 - alpha 0.6 |
| alpha 0.7
—-—-alpha08| |
alpha 0.9
—-—-alpha 1.0

-10000 { 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 01 0.15 0.2 0.25 03 0.35 04

t
Gambar 7. Grafik f(t) = D% cotht

2000

Nilai turunan fraksional ke-alpha

8000 |

Diperoleh bahwa jika « mendekati 1, maka grafik mendekati turunan pertama dari fungsi cotangen
hiperbolik yaitu f(t) = D! cotht = —csch? t, sedangkan jika « mendekati 0, maka grafik tidak
mendekati fungsi semula yaitu f(t) = D°cotht = cotht. llustrasinya seperti pada gambar
berikut:

2000 T T T 2000

-2000 1 -2000

coth(t)

-4000 -4000

ACSChzﬁ)

-8000 - 1 -e000

-8000 1 8000

-10000 L L L -10000 L L L
0 0.1 02 0.3 0.4 0 0.1 0.2 0.3 0.4

Gambar 8. Grafik f(t) = —csch?t dan f(t) = coth t secara berturut-turut.

c. Turunan Fraksional dari Fungsi Secan Hiperbolik
Turunan fraksional dari fungsi secan hiperbolik dilakukan melalui pembagian 1 dengan deret
Maclaurin dari fungsi cosinus hiperbolik, sehingga bisa kita tulis

D%secht = D“(

cosh t)

Berdasarkan persamaan (2.2), kita tulis

1

o L th
n=0(2n)!

D%secht = D%

Dengan bantuan software Matlab, diperoleh
D%secht = D% (1 —ltz + it‘* — ﬁtﬁ + )
2 54 720
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Berdasarkan Teorema 2.4, maka

D%secht = D%1 — lD"‘f:2 + iD“t‘* — 2D"‘t6 + .
2 54 720

Gunakan Teorema 2.8, diperoleh
t 1 21¢ot? N 5 61 N
M(—a+1) 2I(—a+3) 24T(-a+5) 720T(-a+7)

4!t—a+4 6!t—a+6

D%secht =

Selang konvergensi tidak perlu dicari karena turunan fraksionalnya tidak berupa deret kuasa.
Hasil simulasi menggunakan software Matlab:

100 T T T T T T T T T

50 1

alpha 0 T
alpha 0.1
alpha 0.2
alpha 0.3

S0k

Nilai turunan fraksional ke-alpha

-100

-1560

alpha 0.4
alpha 0.5
alpha 0.6
alpha 0.7
alpha 0.8

alpha 0.9 I
-alpha 10| 0.8 1 12 14 1.6 18 2

t
Gambar 9. Grafik f(t) = D*secht

-200 L
0 0.2 -- =

Diperoleh bahwa jika @ mendekati 1, maka grafik tidak mendekati turunan pertama dari fungsi
secan hiperbolik yaitu f(t) = D' secht = —secht tanh t, begitu juga jika @ mendekati 0, maka
grafik tidak mendekati fungsi semula yaitu f(t) = D%secht = secht. llustrasinya seperti pada

gamber berikut:

100

50

-150 [~

-200

0

-180 |

100

50

-200

0

L
05

L L
1 15 2

Gambar 10. Grafik f(t) = —sechttanht dan f(t) = secht secara berturut-turut.
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d. Turunan Fraksional dari Fungsi Cosecan Hiperbolik
Turunan fraksional dari fungsi cosecan hiperbolik dilakukan melalui pembagian 1 dengan
deret Maclaurin dari fungsi sinus hiperbolik, sehingga bisa kita tulis

D%cscht = D“(

sinh t)

Berdasarkan persamaan (2.1), kita tulis

1

o] 1 t2n+1
n=02n + 1)!

D%cscht = D%

Dengan bantuan software Matlab, diperoleh

D“ ht—D“(l 1t+ 7 t3 31 t> + )
St =T 76" "360° 15120

Berdasarkan Teorema 2.4, maka

D%*cscht = D%t~ — 1D"‘t + LD“t3 - iD“t5 + -
6 360 15120
Perhatikan bahwa D%t~ = 0.
Gunakan Teorema 2.8, diperoleh
1 ¢etl 7 31tef3 31 5ltet

D%cscht = — = b - 4o
e8¢ 6T(—a+2)  360T(—a+4) 15120T(—a+6)

Selang konvergensi tidak perlu dicari karena turunan fraksionalnya tidak berupa deret kuasa.

Hasil simulasi menggunakan software Matlab:

2000 T T T T T T

0 ;- F T T = T — T~ T T - s - - — e m e — e — e —

2000 7/ alpha 0
alpha 0.1
4000 alpha 0.2
alpha 0.3
6000} alpha 0.4 ||
! alpha 0.5
alpha 0.6
ol alpha 0.7 ||
—-—-alpha 0.8
-10000 - / alpha 0.9 |7

—-—-alpha10

Nilai turunan fraksional ke-alpha

Il 1 1 1
0 0.05 01 0.15 0.2 0.25 03 0.35 04

t
Gambar 11. Grafik f(t) = D%cscht

-12000

Diperoleh bahwa jika @ mendekati 1, maka grafik mendekati turunan pertama dari fungsi cosecan
hiperbolik yaitu f(t) = D'secht = —cscht cotht, sedangkan jika @ mendekati 0, maka grafik
tidak mendekati fungsi semula yaitu £(t) = D° cscht = csch t. llustrasinya seperti pada gambar
berikut:
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-4000

-6000 -

2000

oF

-2000

-4000

cschit)

-6000

-8000

-10000

-12000 . . L
01 0.2 03 04 0 0.1 0.2 03 0.4

Gambar 12. Grafik f(t) = —bsch tcotht dan f(t) = csch t secara berturut-turut,

KESIMPULAN

Berdasarkan analisis dan simulasi yang telah dikerjakan, disimpulkan bahwa

Turunan fraksional dari fungsi hiperbolik dapat direpresentasikan dalam bentuk deret atau
jumlahan dari turunan-turunan fraksional fungsi kuasa. Ini berarti bahwa turunan fraksional
fungsi kuasa merupakan komponen utama dalam menyelesaikan penelitian ini.

Metode yang digunakan dapat diterapkan untuk mencari turunan fraksional dari fungsi-fungsi
yang mempunyai turunan sampai tak berhingga kali.

Pada fungsi sinus hiperbolik dan cosinus hiperbolik berlaku bahwa jika « mendekati 1, maka
grafik mendekati turunan pertama dari fungsi tersebut, sedangkan jika « mendekati 0, maka
grafik mendekati fungsi semula.

Pada fungsi tangen hiperbolik dan secan hiperbolik berlaku bahwa jika @ mendekati 1, maka
grafik tidak mendekati turunan pertama dari fungsi tersebut, begitu juga jika « mendekati 0,
maka grafik tidak mendekati fungsi semula.

Pada fungsi cotangen hiperbolik dan cosecan hiperbolik berlaku bahwa jika @ mendekati 1,
maka grafik mendekati turunan pertama dari fungsi tersebut, sedangkan jika @ mendekati 0,
maka grafik tidak mendekati fungsi semula.
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