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Abstract 
The fractional Fourier transform is one of the generalizations of ordinary Fourier transform 

that depend on a particular angle  . In this paper we will derive the fractional Fourier 

transforms of a function that is well known in the field of analysis, namely Gaussian 

function. 
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Abstrak 
Transformasi Fourier fraksional adalah salah satu dari generalisasi dari transformasi Fourier 

biasa yang tergantung dari sudut   tertentu. Dalam tulisan ini akan diungkapkan bentuk 

transformasi Fourier fraksional dari sebuah fungsi yang sangat dikenal di bidang analisis 

yaitu fungsi Gaussian. 

 

Kata kunci: Transformasi Fourier fraksional, transformasi Fourier, fungsi 

Gaussian . 

 

 

1.  Pendahuluan 

Transformasi Transformasi Fourier fraksional adalah sebuah generalisasi dari 

transformasi Fourier biasa dengan sebuah parameter orde  . Secara matematis, transformasi 

Fourier berorde   adalah adalah sebuah pangkat   dari operator transformasi Fourier.   
 

 
 

adalah orde transformasi Fourier fraksional dari transformasi Fourier biasa. Dengan 

perkembangan dari transformasi Fourier fraksional dan konsep yang terkait, domain frekuensi 

biasa hanya sebuah kasus khusus dari rangkaian kesatuan domain Fourier fraksional, dan kini 

telah sampai pada teori yang lebih umum sebagai alternatif untuk representasi signal. Setiap 

sifat dan aplikasi dari transformasi Fourier merupakan sebuah kasus khusus dari transformasi 

Fourier fraksional. Dalam semua area dimana konsep transformasi Fourier dan domain 

frekuensi digunakan, terdapat potensi untuk melakukan generalisasi dan perbaikan  dengan 

menggunakan transformasi Fourier fraksional. Misalnya, telah diketahui dengan jelas hasil 

yang menyatakan bahwa pola diffraksi dari sebuah celah adalah dalam bentuk transformasi 

Fourier pola diffraksi celah tersebut, dapat digeneralisasi bahwa dalam jarak yang sangat 

dekat adalah transformasi Fourier fraksional dari celah [7]. Ada beberapa transformasi 

digeneralisasi menggunakan transformasi Fourier fraksional dan transformasi linear kanonik 

seperti seperti transformasi wavelet fraksional [1] dan distribusi Wigner-Ville berkaitan 

dengan transformasi linear kanonik [3]. 

 

2.  Transformasi Fourier dan Sifat-sifat Dasarnya 



20 

Iin Sutrisna, Asriadi Nasrun, Mawardi Bahri, Syamsuddin Toaha 

Misalkan   adalah fungsi terintegral Lebesgue pada  , dinotasikan     ( ), yakni 

semua fungsi bernilai kompleks   yang memenuhi ∫ | ( )|
 

  
     . Karena       kontinyu 

dan terbatas, maka perkalian       ( ) terintegral lokal untuk setiap       Juga, 

|     |    untuk semua   dan   di  . Pandang integral  

〈       〉  ∫  ( )        
 

  

                         (   ) 

Jelas bahwa  

|∫  ( )        
 

  

|  |∫  ( )   
 

  

|  ∫ | ( )|   
 

  

                (   ) 

Hal ini menyatakan bahwa integral ada untuk semua       

Definisi 1.1 [1] Transformasi Fourier (TF) dari sebuah fungsi     ( ) dituliskan sebagai 

 ̂( )   * +( )  
 

√  
∫  ( )       

 

  

                          (   ) 

Generalisasi transformasi Fourier dalam matriks disebut dengan transformasi Fourier 

matriks bisa diperoleh di [4]. 

Contoh 1.1 

Diberikan fungsi Gaussian  ( )     
 
 maka 

 {   
 
}( )  √  

( 
  

 
)
                                            (   ) 

Misalkan  ( )    ( ) maka operator translasi, modulasi dan dilatasi dari fungsi   

berturut-turut dinyatakan sebagai berikut 

   ( )   (   )    ( )   
    ( )    ( )  

 

√| |
 (
 

 
)          (   ) 

 

Teorema 1.1 [5] 

Jika  ( )    ( ) maka berlaku 

 *   ( )+( )       ̂( ) 

 *   ( )+( )     
 
 ̂( ) 

 {    ( )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅}( )   ̂( ) ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 *   ( )+( )     ̂( ) ]
 
 
 
 
 

                                   (   ) 

Teorema 1.2 [5] 

Jika  ( )    ( )    ( ) untuk bilangan asli   maka  
   ̂( )

   
  ada dan berlaku 

   ̂( )

   
 (  )  *   ( )+( )                                          (   ) 

Teorema 1.3 [5]  

Jika  ( ) 
  ( )

  
 
   ( )

   
   

   ( )

   
   ( ) untuk bilangan asli   dan    | |  

   ( )

   
   

untuk   *         + maka  
   ̂( )

   
  ada dan berlaku 

 {
   ( )

   
} ( )  (  )  ̂( )                                       (   ) 

Teorema 1.4 (Invers TF). ([5] 

Jika  ̂( )    ( ) maka berlaku 

 ( )     { ̂( )}( )  
 

√  
∫  ̂( )      

 

  

                                 (   ) 
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3.  Transformasi Fourier Fraksional 

Pada bagian ini akan mengungkap sifat-sifat dasar dari transformasi Fourier fraksional 

dan kemudian akan dibuktikan secara detail transformasi Fourier fraksional dari fungsi 

Gaussian. 

Definisi 3.1 [6] Transformasi Fourier fraksional dengan sudut parameter   dari sebuah fungsi 

 ( )    ( ), dinotasikan (   )( )   ̂ ( ), dinyatakan sebagai 

.   ( )/ ( )   ̂ ( )  ∫   (   )
 

  

 ( )                                (   ) 

dengan kernelnya adalah 

  (   )  

{
 
 

 
    

 (     )
    
 
              

 

 
                                         

 

√  
                                        

 

 
                                       

 (   )                                                                          
 (   )                                      (    )       

(   ) 

dan    (       ) 
 

  
  

  √
       

  
  

Rumus invers yang berkorespondensi dengan transformasi Fourier fraksional untuk 
 

 
       dinyatakan sebagai 

 ( )  ∫   (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 

  

 ̂ ( )                                (   ) 

 

dimana 

  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅    ̅̅ ̅̅    ( 
    )

    
 
            (   )                   (   ) 

dan 

  ̅̅ ̅̅                                                                       (   ) 

Teorema 3.1 [6]  Jika     ( ) maka untuk 
 

 
       maka berlaku 

  [
  

   
 ( )] ( )  (           

 

  
)
 

  , ( )-( )                        (   ) 

Definisi 3.2  Ruang Schwartz   dan ruang Schwartz    yang berkaitan dengan TFF berturut-

turut didefinisikan sebagai 

  { ( )     ( )|    
   

|  
  

   
 ( )|          }            (   ) 

   { ( )   
  ( )|    

   
|    

  ( )|          }                 (   ) 

dimana    .
 

  
       /. 

Teorema 3.2 Misalkan   (   ) adalah kernel dari transformasi Fourier fraksional dan 

   .
 

  
       /. Maka 

(i)   
   (   )  (       )   (   )      * +  

(ii)   ,(  
 )  ( )-( )  (       )   , ( )-( )      * + dan      

dengan   
   .

 

  
       /. 
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Teorema 3.3 Jika     ( ), maka  ̂  memenuhi kondisi berikut 

(i)  ̂    ( ) dengan ‖ ̂ ‖
 
 |  |‖ ̂ ‖

 
, 

(ii)  ̂  kontinyu pada  , 

(iii)  ̂ ( )    untuk      atau     . 

Teorema 3.4 Jika  ̂  dan  ̂  berturut-turut adalah transformasi Fourier fraksional dari 

      ( ), maka  

∫  ( ) ( )̅̅ ̅̅ ̅̅    
 

  

 ∫  ̂ ( ) ̂ ( )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅   
 

  

                                (   ) 

∫  ̂ ( ) ( )   
 

  

 ∫  ( ) ̂ ( )   
 

  

                                (    ) 

dan 

∫ | ( )|    
 

  

 ∫ | ̂ ( )|
 
   

 

  

                                      (    ) 

 

Teorema berikut mengungkapkan transformasi Fourier fraksional dari sebuah fungsi 

Gaussian yang merupakan hasil utama dari tulisan ini. 

 

Teorema 3.5 (TFF fungsi Gaussian). Jika     ( ), 
 

 
      ,     maka untuk 

konstanta real     berlaku 

.  (    
 
)/ ( )  √

       

        
 
(
 
 
       

(     ) 

 (        )
)
                     (    ) 

Bukti: 

Perhatikan bahwa, berdasarkan definisi diperoleh 

.  (    
 
)/ ( ) 

   ∫ (  ( 
    )

    
 
        )

 

  

    
 
   

 √
       

  
∫   ( 

    )
    
 
            

 

  

   

 √
       

  
∫   ( 

    )
    
 
            

 

  

   

 √
       

  
∫  

     
 

   
     
 

              
 

  

   

 √
       

  
∫  

     
 

   
(
     
 

  )          
 

  

   

 √
       

  
 
     
 

  ∫  
(
     
 

  )          
 

  

   

 √
       

  
 
     
 

  ∫  
(
         

 
)          

 

  

   

 √
       

  
 
     
 

  ∫  
(
         

 
).    .

 
         

/      /
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 √
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  ∫  
(
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 √
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∫  
(
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)
  

  

   

 √
       

  
 
     
 

   
  (
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∫  
 (
        

 
)(  

     
        

)
  

  

    

Karena integral Gaussian ∫     
  

  
   √

 

 
 maka  

.  (    
 
)/ ( ) 

 √
       

  
 
     
 

   
  (

       
 (        )

)

√
 

.
        

 /
 

 √
       

  
 
     
 

   
  (

       
 (        )

)
√

  

        
 

 √
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(     ) 

 (        )
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4.  Kesimpulan 

Dengan telah diungkapkannya bentuk TFF dari fungsi Gaussian yaitu 

.  (    
 
)/ ( )  √

       

        
 
(
 
 
       

(     ) 

 (        )
)
 

diharapkan telah memudahkan mencari bentuk TFF dari fungsi lain yang melibatkan fungsi 

Gaussian. 
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