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Transformasi Fourier Fraksional dari Fungsi Gaussian

1in Sutrisna, Asriadi Nasrun, *Mawardi Bahri, “Syamsuddin Toaha

Abstract
The fractional Fourier transform is one of the generalizations of ordinary Fourier transform
that depend on a particular angle 6. In this paper we will derive the fractional Fourier
transforms of a function that is well known in the field of analysis, namely Gaussian
function.
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Abstrak
Transformasi Fourier fraksional adalah salah satu dari generalisasi dari transformasi Fourier
biasa yang tergantung dari sudut 6 tertentu. Dalam tulisan ini akan diungkapkan bentuk
transformasi Fourier fraksional dari sebuah fungsi yang sangat dikenal di bidang analisis
yaitu fungsi Gaussian.

Kata kunci: Transformasi Fourier fraksional, transformasi Fourier, fungsi
Gaussian .

1. Pendahuluan

Transformasi Transformasi Fourier fraksional adalah sebuah generalisasi dari
transformasi Fourier biasa dengan sebuah parameter orde 8. Secara matematis, transformasi

Fourier berorde 8 adalah adalah sebuah pangkat 6 dari operator transformasi Fourier. 6 =§

adalah orde transformasi Fourier fraksional dari transformasi Fourier biasa. Dengan
perkembangan dari transformasi Fourier fraksional dan konsep yang terkait, domain frekuensi
biasa hanya sebuah kasus khusus dari rangkaian kesatuan domain Fourier fraksional, dan kini
telah sampai pada teori yang lebih umum sebagai alternatif untuk representasi signal. Setiap
sifat dan aplikasi dari transformasi Fourier merupakan sebuah kasus khusus dari transformasi
Fourier fraksional. Dalam semua area dimana konsep transformasi Fourier dan domain
frekuensi digunakan, terdapat potensi untuk melakukan generalisasi dan perbaikan dengan
menggunakan transformasi Fourier fraksional. Misalnya, telah diketahui dengan jelas hasil
yang menyatakan bahwa pola diffraksi dari sebuah celah adalah dalam bentuk transformasi
Fourier pola diffraksi celah tersebut, dapat digeneralisasi bahwa dalam jarak yang sangat
dekat adalah transformasi Fourier fraksional dari celah [7]. Ada beberapa transformasi
digeneralisasi menggunakan transformasi Fourier fraksional dan transformasi linear kanonik
seperti seperti transformasi wavelet fraksional [1] dan distribusi Wigner-Ville berkaitan
dengan transformasi linear kanonik [3].
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Misalkan f adalah fungsi terintegral Lebesgue pada R, dinotasikan f € L*(R), yakni
semua fungsi bernilai kompleks f yang memenuhi f_oowlf(t)| dt < . Karena e ~'®* kontinyu

dan terbatas, maka perkalian e~'*f(x) terintegral lokal untuk setiap @ € R. Juga,
le™¥| < 1 untuk semua w dan x di R. Pandang integral

(f, e~ tw¥x) :=f f(x)e % dx, w € R. (2.1)
Jelas bahwa _OO

<

f f(x)dx Sf lf(x)] dx < 0. (2.2)

Hal ini menyatakan bahwa integral ada untuk semua w € R.

foof(x)e_i“’x dx

—0o0

Definisi 1.1 [1] Transformasi Fourier (TF) dari sebuah fungsi f € L'(R) dituliskan sebagai

@) = FIfY(w) = % [ ree-swa 23)

Generalisasi transformasi Fourier dalam matriks disebut dengan transformasi Fourier
matriks bisa diperoleh di [4].

Contoh 1.1
Diberikan fungsi Gaussian f(t) = e~t* maka

a)Z
Fle "N w) = \/Ee(_T). (2.4)
Misalkan f(t) € L'(R) maka operator translasi, modulasi dan dilatasi dari fungsi f
berturut-turut dinyatakan sebagai berikut

ibt 1 ¢
LfO=[C-a, M@ =e"fO,  0fO=7=f(7). @9

Teorema 1.1 [5]
Jika f(t) € L*(R) maka berlaku

F{T.f (O w) = M_of (w),
F{Dof )} () = D1f(w),

FID_1f O} (@) = f(w),

‘ (2.6)
F{M.f(OHw) = T, f (w).

Teorema 1.2 [5]
Jika f(t), t"f(t) € LY(R) untuk bilangan asli n maka % ada dan berlaku

d"f(w) o
Jon = O (O w). (2.7)

Teorema 1.3 [5]

. df() d*s(@® arf®) - 1 . . . arfe) _
Jika f(t), T a2 T apm neAL (R) untuk bilangan asli n dan ll‘m|t|_m?—0
untuk r € {1, 2, ...,n — 1} maka %(nw) ada dan berlaku

a"f(t) np
F an (w) = (iw)*f (w). (2.8)
Teorema 1.4 (Invers TF). ([5]
Jika f(w) € L'(R) maka berlaku
FO =F @0 = — [ Fredo 29)
v J.
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3. Transformasi Fourier Fraksional

Pada bagian ini akan mengungkap sifat-sifat dasar dari transformasi Fourier fraksional
dan kemudian akan dibuktikan secara detail transformasi Fourier fraksional dari fungsi
Gaussian.

Definisi 3.1 [6] Transformasi Fourier fraksional dengan sudut parameter 6 dari sebuah fungsi
$(t) € L1(R), dinotasikan (F2¢)(w) = $%(w), dinyatakan sebagai

(Fo0©) @) = @) = [ K*0) gp(0)de 3.1
dengan kernelnya adalah
cotd

f(12 2 s T
(Cgel(t +w?) > Ltwcsce’ — %0 #nm

0 1 itw n
K (t,w) = \/T_ne , 6= E, (3.2)
5t — ), 0 = 2nm,
6(t + w), 6 =02n+ Dm, nez

1 i —
dan C® = (2misin@) zez = /1 Lcot6
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Rumus invers yang berkorespondensi dengan transformasi Fourier fraksional untuk
g + 0 # nn dinyatakan sebagai

60 = | K@) ¢ @)de (33)
dimana
7O0rr . N _ 78 —i(t2+w2)w+itw cscl _ ;-0
Ko(t,w) =C%e 2 =K%t w) (3.4)
dan o
cl=c"?, (3.5)
Teorema 3.1 [6] Jika ¢ € L1(R) maka untuk% # 0 # nm maka berlaku
dr d\"
7O [qu(t)] () = (iw sin0 + cosB%) FOp()](w) (3.6)

Definisi 3.2 Ruang Schwartz S dan ruang Schwartz Sy yang berkaitan dengan TFF berturut-
turut didefinisikan sebagai

s= {qs(t) € C+*(R)| sup
teR

Sg = {r(t) € C*”(R)|sup|t™A,*t(t)| < o0,Vm,n € N} (3.8)
teR

dn
tmw¢(t)| <oo,Vmne€ N} (3.7)

dimana A;= (% — it cot 9).

Teorema 3.2 Misalkan K?(t,w) adalah kernel dari transformasi Fourier fraksional dan
A= (% — it cot 9). Maka

(i) AKO (t, w) = (—iw cscO)™KO (t, w), vn € 11U {0},

(i) FOl(AH™p(D)](w) = (—iw cscO)*FO[p(D)](w), Yn € [1U{0}dan ¢ € S,

dengan Aj= — (% + it cot 9).
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Teorema 3.3 Jika ¢ € L'(R), maka ¢¢ memenuhi kondisi berikut
(i) ¢ € L*(R)dengan [|$°]| < |c?[[|#°]],,

(i) @9 kontinyu pada R,

(iii)  ¢%(w) - 0 untuk w — +oo atau w — —oo.

Teorema 3.4 Jika ¢? dan @ berturut-turut adalah transformasi Fourier fraksional dari
¢, ¢ € L*(R), maka

f_ $(OP@ dt = f 3°(@)9° () do (3.9)
j $°(Op(0) dt = f $(0)9° (@) do (3.10)

dan - -
Jl(b(t)lzdt:f 169 (w)|” do. (3.11)

Teorema berikut mengungkapkan transformasi Fourier fraksional dari sebuah fungsi
Gaussian yang merupakan hasil utama dari tulisan ini.

Teorema 3.5 (TFF fungsi Gaussian). Jika ¢ € L'(R), % # 0 = mm, m € Z maka untuk
konstanta real a > 0 berlaku

1—icotf (L' 2 tQ—M)
0(,—at? R N b 5 (2a—i cotd)
(T (e )) (@) 2a—icotf® ' (3.12)

Bukti:
Perhatikan bahwa, berdasarkan definisi diperoleh

(?Q(e—atz)) ()

L(t +w z)cozt —Ltwcsc9> —at? dt

C9

’1 —lcotef RIGa® 2)°°t —at?~itwesc

_ [L—icotf f pi(t2+0?) 5 at?-itwesco g,

2 o

’1—iC0t9 ® icotf , icotf , ., .

_ -[ ez t*+——w-at ltwcscedt
1—lC0t9 lC0t9 w? M ) —itwcsch

e dt

—icot@ icoth w2 © (lC(;tG a)t —ite csc
e 2 e
2 e

dt

1—icotf icotd , [ <7_2a+imt6)t2—itw csch
e dt
—0

e 2 2
2

i

_ icot® o (—2a+icotf\( ., . 2
- 1 lCOtee 2 ZJ e( 2 )(t i(=za7rcora)tw csc0) dt
2 —o0
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1—icotd lcot9wz
o2

)ta) csc 9)

) —2a+i cotB)( ( 2
2ai+cot@

dt

foo 2a+l cot 9>(t (zza(?f:gtee)t) dt

1—icotf lcot9wz

N

1—icotf lcot9wz

1) 2a+zc0t6) (t wcsch )2_( wcsch )2
2ai+cotf 2ai+cotf dt

— 00

— 00 2a+zc0t6 wesch 2 [—2a+icotd wcsch
1—icotd lcotGwz )( )_( )(

t 2ai+cot@ 2 2ai+cot9) dt

N

— 0o

2
2 2 2ai+cot6 2 2ai+cot9) dt

Q

. 2 .
1—icot@ icoté w? _(—2a+zcot9)< wcsch ) J-OO (—2a+tcot6)(t wcscO
e e
—00

[\S]
S

TTTWTT

2 2 2ai+cotf 2 2ai+cot9) dt.

N}
3
aQ

. 2 .
1—icot@ icoth »? _i(2a1+cot6)( wcsch ) © _(Za—Lcote)(t wcsch
e e
—00

- - 2
Karena integral Gaussian f_wooe"‘x dx = \/% maka

(.‘Fe (e _atz)) (w)

_ Lo iooth el i(sient) [T
= |5 ¢ (2a—Lfcotf)
2
o (Lo icotd tegtur atatieotm) | 2T
o 2a —icot6

_ i (w csc 8)?
2a —icotd

4, Kesimpulan
Dengan telah diungkapkannya bentuk TFF dari fungsi Gaussian yaitu

2
(#o(e™)) @) = jit"a (b cot o5 c5cO)” )
i cot
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diharapkan telah memudahkan mencari bentuk TFF dari fungsi lain yang melibatkan fungsi

Gaussian.
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