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Inferensi Bayesian untuk Distribusi Pareto dengan Prior Konjugat dan
Prior Non Konjugat
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Abstract

The purpose of this study is to determine the best estimator for estimating the shape 6
parameters of the Pareto distribution with the known A scale parameter. Estimation of these
parameters is done by using the Gamma distribution as the prior distribution of the conjugate
and the Uniform distribution as the non-conjugate prior distribution. A comparison of the two
prior distributions is done through simulation studies with various sample sizes. The best
estimator net is a method that produces the smallest posterior variance, absolute bias, and
Bayes confidence interval. This study proves that the Bayes estimator by using the prior
conjugate distribution produces all indicators of the goodness of the model with a smaller
value than the non-conjugate prior distribution. Thus it can be concluded that the estimator
with prior conjugate will produce a better predictive value than prior non-conjugate.

Keywords: Pareto distribution, posterior variance, absolute bias, Bayes confidence
interval.

Abstrak
Tujuan penelitian ini adalah menentukan penduga terbaik untuk menduga parameter bentuk 6
dari distribusi Pareto dengan parameter skala A diketahui. Pendugaan parameter tersebut
dilakukan dengan menggunakan distribusi Gamma sebagai distribusi prior konjugat dan
distribusi Uniform sebagai distribusi prior non-konjugat. Perbandingan kedua distribusi prior
dilakukan melalui studi simulasi dengan berbagai ukuran sampel. Netode penduga terbaik
adalah metode yang menghasilkan nilai posterior variansi, nilai bias, dan lebar selang
kepercayaan Bayes yang terkecil. Penelitian ini membuktikan bahwa penduga Bayes dengan
menggunakan distribusi prior konjugat menghasilkan semua indikator kebaikan model
dengan nilai yang lebih kecil daripada dengan distribusi prior non-konjugat. Dengan
demikian dapat disimpulkan bahwa penduga dengan prior konjugat akan menghasilkan nilai
dugaan yang lebih baik daripada prior non-konjugat.

Kata kunci: distribusi Pareto variansi posterior, bias mutlak, selang kepercayaan
Bayes.
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1. Pendahuluan

Statistika inferensia dikelompokkan dalam dua bidang utama yaitu pendugaan
parameter dan pengujian hipotesis. Penduga parameter merupakan prosedur yang
dilakukan untuk menduga parameter populasi seperti nilai tengah, ragam, proporsi, dan
lain sebagainya. Sedangkan pengujian hipotesis adalah suatu prosedur yang dilakukan
dengan tujuan untuk memutuskan apakah menerima atau menolak hipotesis mengenai
parameter populasi.

Metode yang dapat digunakan untuk menduga parameter adalah metode klasik
dan metode Bayes. Metode klasik melakukan pendugaan parameter hanya berdasarkan
informasi yang diperoleh dari contoh acak populasi. Metode Bayes menggabungkan
pengetahuan subyektif mengenai distribusi peluang dari parameter yang tidak diketahui,
dengan informasi yang diperoleh dari data sampel (fungsi likelihood) [1]. Distribusi
peluang dari parameter yang tidak diketahui ini dipilih secara subyektif atau berdasarkan
hasil penelitian sebelumnya dan idealnya ditentukan sebelum pengumpulann data
dimulai. Distribusi ini disebut dengan distribusi prior[1]-[4]. Gabungan fungsi likelihood
dan distribusi prior akan menghasilkan distribusi baru yang dinamakan dengan distribusi
posterior yang selanjutnya akan menjadi dasar inferensi dalam metode Bayes.

Salah satu distribusi peubah acak kontinu dalam statistika adalah distribusi Pareto.
Distribusi Pareto merupakan distribusi peubah acak kontinu dengan dua parameter yaitu
parameter skala yang disimbolkan dengan A, dan parameter bentuk yang disimbolkan
dengan 6. Penelitian ini akan membahas pendugaan parameter bentuk (6) dari distribusi
Pareto dimana parameter skala (1) diketahui menggunakan metode Bayes. Distribusi
prior yang digunakan dalam menduga parameter 6 dari distribusi Pareto ini adalah
distribusi Gamma sebagai distribusi prior konjugat dan distribusi Uniform sebagai
distribusi prior non-konjugat.

2. Tinjauan Teoritis
2.1. Distribusi Pareto

Distribusi Pareto diperkenalkan oleh seorang pakar ekonomi dari Italia yang bernama
Vilfredo Pareto. Distribusi Pareto sering dipakai dalam persoalan uji hidup seperti umur
suatu komponen yang diukur dari suatu waktu tertentu sampai rusak. Distribusi Pareto
merupakan salah satu distribusi peubah acak kontinu dengan dua parameter yaitu 6
sebagai parameter bentuk dan A sebagai parameter skala.

Definisi 1 [5] Fungsi kepekatan peluang dari distribusi Pareto dengan parameter bentuk

6 dan parameter skala A adalah
/19

6
f(x;1,6) = Lo+

dengan x > A > 0 dan 8 > 0. Sedangkan fungsi distribusi kumulatifnya adalah
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6

F(x)=1—(%), x> A

Peubah acak X berdistribusi Pareto dengan parameter A dan 6 dinotasikan dengan
X~Pareto (4,0).

Definisi 2 [6] Fungsi Gamma dilambangkan dengan I'(x) untuk x > 0 suatu bilangan
bulat yang didefinisikan oleh

o

I'(k) =ft”‘1e_tdt.

0

Definisi 3 [7] Suatu peubah acak X dikatakan berdistribusi Gamma dengan parameter
bentuk a dan parameter skala g3, jika fungsi kepekatan peluangnya adalah
a a—le—xﬁ
foa,p)= T
Peubah acak X berdistribusi Gamma dengan parameter a dan g dinotasikan dengan
X~Gamma(a, B).

, dengan x =0 dan a,8 >0

Definisi 4 [8] Suatu peubah acak kontinu X dikatakan distribusi Uniform pada selang
(a, b) jika memiliki fungsi kepekatan peluang sebagai berikut:

f&) =

dan nol untuk x lainnya.

a<x<b

b—a’

Notasi yang menyatakan bahwa X memiliki fungsi kepekatan peluang seperti pada
Definisi 4 adalah X~Unif (a, b).

2.2. Fungsi Likelihood

Konsep dasar lainnya yang digunakan dalam metode Bayes adalah fungsi likelihood,
distribusi prior dan distribusi posterior. Berikut uraian ringkas terkait konsep tersebut.

Definisi 5 [6] Fungsi kepekatan peluang bersama dari peubah acak berdimensi n,
X1,X5, ... , Xn, yang dihitung pada xq,x,,..,x, dengan parameter 6 didefinisikan
dengan f(xq, x5, ... , x,; 8) dan dikatakan sebagai fungsi likelihood.. Untuk xy, x, ... , x,
tetap, fungsi likelihood adalah fungsi dari 8 yang dinotasikan dengan L(6). Jika
X1, X5, ... , X, merupakan contoh acak dari f(x; 8) maka fungsi likelihood didefinisikan
dengan:

L(O) = f(xq; 2)f(x22 0) ... f(xn; 6)

- Hf(xi; ).
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Distribusi prior merupakan distribusi awal dari suatu parameter yang memberikan
informasi mengenai parameter yang tidak diketahui nilainya. Dalam metode Bayes,
distribusi prior memiliki peran penting dalam pendugaan parameter karena untuk
mendapatkan distribusi posterior maka harus ditentukan terlebih dahulu distribusi
priornya.

Definisi 6 [9] Fungsi kepekatan peluang posterior dari 8 apabila diketahui contoh
pengamatan x = (x4, x5, ... , x,) adalah:

_FOILO)
fok = [° F(O)L(6)dO

Definisi 7 [10] Nilai tengah dari distribusi posterior f(6|xq,x,,...,x,) dinotasikan
dengan 8, disebut dengan penduga Bayes untuk 6.

3. Hasil dan Pembahasan

Pada bagian ini diuraikan hasil studi analitis dan studi simulasi dari pendugaan
parameter bentuk 6 dari distribusi Pareto dengan menggunakan metode Bayes serta
pembahasan dari hasil yang diperoleh.

3.1 Fungsi Likelihood dari Distribusi Pareto

Misalkan X;,X,, ... ,X,, adalah peubah acak dari distribusi Pareto dengan parameter
skala A dan parameter bentuk 6, atau dapat ditulis dengan X;~ Pareto(4,8), maka
fungsi likelihoodnya adalah

n

1©® =] [raso

=928
- ﬂxe+1
1
_ 0
=omA erﬂ

i=1 L

3.2. Pendugaan Parameter 6 dari Distribusi Pareto dengan A Diketahui
Menggunakan Distribusi Gamma Sebagai Prior Konjugat

Misalkan dipilih suatu peubah acak 6 berdistribusi Gamma dengan parameter
(a, B), atau ditulis dengan 8~Gamma(a, ), sebagai distribusi prior konjugat. Fungsi
kepekatan peluang dari 8 dapat dinyatakan sebagai berikut:
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B ﬁaga—le—eﬁ
f(0) = T

dengan 8 > 0, a,8 > 0.
Dengan demikian, hasil kali fungsi likelihood dengan distribusi prior dapat ditulis sebagai
berikut:

apgpa-1,-6B
f(6,x) = Beo%te™"F x 9N AT T 1

F(a) i=1m
_ 0
= 9n+0l—1 <Ane P > Ba

Selanjutnya akan dicari formula untuk f(x) dengan cara mengintegralkan hasil kali

fungsi likelihood dengan distribusi prior terhadap 8, sehingga diperoleh:
0

© Ane—ﬁ ﬁa
(x) — .f 9n+a—1< ) do
Fo=], Tox) ol @
a+n

_ B* 1
TR, T () B+ In % I'(a +n)

Dengan demikian, distribusi posterior untuk 8 bersyarat x adalah:

_f6.®
FOl) =~

(B + X %)™ grra-tgme(pEiing)

I['(a+n)
Atau dapat dinyatakan bahwa:

n X:
01|x~Gamma<a+n,,8+z ln;l)
i=1

3.3. Pendugaan Parameter 6 dari Distribusi Pareto dengan A Diketahui
Menggunakan Distribusi Uniform Sebagai Prior Non-Konjugat

Misalkan dipilih suatu peubah acak 6 berdistribusi Uniform dengan parameter
a = 0 dan b = 1, atau ditulis 8~Unif (0,1). Fungsi kepekatan peluang dari peubah acak
6 adalah:

1
=— =1 1
f(6) o= b 0<0<

Dengan demikian, hasil kali fungsi likelihood dengan distribusi prior dapat ditulis sebagai
berikut:

n

0.0 =0 [ |

i=1 "1
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Selanjutnya akan dicari formula untuk f(x) dengan cara mengintegralkan hasil kali
fungsi likelihood dengan distribusi prior terhadap 6, sehingga diperoleh:
© n

r@ = [ w5 a0

0 i=1 1

n+1

1 1

= r 1
Mo \yms) Y

A
Dengan demikian, distribusi posterior untuk 6 bersyarat x adalah:

1
6" A" T11, Sy

f(0lx) = ‘

n+1
1 1
, 'n+1)
H?=1xi< g;m%)

An+1 _ n ﬁ
(2] oot o)

A
'n+1)
Atau dapat dinyatakan bahwa:

n xl
0,|x~Gamma (n +1, E In —)

3.4. Studi Simulasi

Pada sub bab ini akan dilakukan pendugaan parameter skala & dengan menggunakan
data bangkitan R yang berdistibusi Pareto dimana nilai A diketahui. Data sampel yang
diambil sebanyak tiga buah kelompok data dengan ukuran yang berbeda, yaitu n, = 30,
n, = 80,dan n; = 200. Pada data bangkitan ini ditetapkan 1 = 3 dan 6 = 1. Tabel 1
dan Tabel 2 berikut menyajikan rangkuman hasil studi simulasi untuk pendugaan
parameter yang dimaksud.

Tabel 1. Hasil Pendugaan untuk Parameter 6

Banyak Distribusi Prior Posterior Nilai Variansi Posterior
Data (n) Tengah
Konjugat 1,2706 0,0265
30
Non-konjugat 1,2914 0,0538
80 Konjugat 1,2643 0,0099

Non-konjugat 1,2722 0,0199
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Konjugat 1,0976 0,0030
200

Non-konjugat 1,1002 0,0060

Tabel 2. Hasil Pendugaan Selang Kepercayaan Bayes 95% untuk Parameter 6

Bany?rls Data Di;t:ii(l))rljsi Bias* Kessrlgggaan Lebar Selang
Bayes 95%
Konjugat 0,2706  (0,9515 ; 1,5897) 0,6382
% Non-Konjugat  0,2914  (0,8368 ; 1,7460) 0,9092
Konjugat 0,2643  (1,0693 ; 1,4593) 0,3900
% Non-konjugat ~ 0,2722  (0,9957 ; 1,5487) 0,5530
- Konjugat 0,0976  (0,9902 ; 1,2050) 0,2148

Non-konjugat ~ 0,1002  (0,9484 : 1,2520) 0,3036

*Bias = Nilai dugaan — Nilai yang ditetapkan

Berdasarkan Tabel 1 di atas dapat diketahui bahwa posterior nilai tengah dari
distribusi prior konjugat Gamma lebih mendekati nilai sebenarnya daripada distribusi
prior non-konjugat. Selain itu, posterior variansi dari distribusi prior konjugat Gamma
menghasilkan nilai yang lebih kecil daripada posterior variansi dari distribusi prior non-
konjugat. Hasil perhitungan pada Tabel 2 menunjukkan bahwa nilai bias dan lebar selang
kepercayaan Bayes 95% dari distribusi prior konjugat Gamma lebih kecil daripada
distribusi prior non-konjugat. Jika dilihat dari banyaknya data sampel yang dipilih, dapat
disimpulkan bahwa semakin banyak data sampel yang digunakan maka posterior nilai
tengah dari distribusi prior konjugat semakin mendekati nilai sebenarnya dan nilai dari
posterior variansi, bias serta lebar selang kepercayaannya semakin kecil.

Hasil ini membuktikan bahwa penduga Bayes dengan menggunakan distribusi
prior konjugat lebih baik daripada penduga Bayes dengan distribusi prior non-konjugat

[6].

4. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan, maka dapat disimpulkan bahwa distribusi
prior konjugat dari distribusi Pareto (4, 6) dengan A diketahui adalah distribusi Gamma (a', 8")

dimana @' =n+1danp’' = Z?ﬂln% Distribusi posterior yang diperoleh dapat dinyatakan
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dalam bentuk distribusi Gamma (a*,*) dimana a* = @’ + ndan B* =B’ + Z?zlln% dengan
atn

B+EL, In3E

Studi ini juga menghasilkan bahwa distribusi prior non-konjugat dari distribusi Pareto
(4,0) dengan A diketahui adalah distribusi Uniform (0,1) dimana nilai dari distribusi prior non-
konjugat yang dihasilkan adalah 1. Distribusi posterior yang diperoleh dapat dinyatakan dalam
bentuk distribusi Gamma (a*,£*) dimana a* =n+ 1ldanf* = ?zlln% dengan penduga

n+1

Z?:ﬂn%l

Berdasarkan studi simulasi dengan menggunakan tiga buah kelompok data yang telah
dibangkitkan menggunakan program R untuk kedua jenis distribusi prior, diperoleh kesimpulan
bahwa nilai posterior variansi, bias, dan selang kepercayaan dari distribusi prior konjugat Gamma
menghasilkan nilai yang lebih kecil daripada distribusi prior non-konjugat. Sehingga, dapat
disimpulkan bahwa penduga parameter Bayes dengan distribusi prior konjugat lebih baik dari
distribusi prior non-konjugat. Selain itu, penduga parameter menggunakan ukuran sampel yang
besar akan menghasilkan nilai posterior variansi, bias, dan selang kepercayaan yang lebih kecil
pada jenis prior yang sama. Kajian ini juga membuktikan bahwa dengan penggunaan ukuran
sampel yang lebih besar maka nilai dugaan yang dihasilkan akan lebih mendekati nilai yang
sebenarnya.

penduga Bayes untuk 6;adalah 8; =

Bayes untuk 6, adalah 8, =
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