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Abstract 

Diabetes mellitus (Dm) is a disease associated with impaired immune function so it is more 

susceptible to get infections including Tuberculosis (Tb). Tb disease can also worsen blood sugar 

levels which can cause Dm disease. This study aims to analyze and determine the stability of the 

equilibrium point of the spread of Tb disease in patients with Dm with consideration nine 

compartments, which are susceptible Tb without Dm, susceptible Tb without Dm complication, 

susceptible Tb with Dm complication, expose Tb without Dm, expose Tb with Dm, infected Tb 

without Dm, infected Tb with Dm, recovered Tb without Dm, and recovered Tb with Dm with 

treatment factors. The result obtained from the analysis of the model is two equilibrium points, 

which are the non endemic and endemic equilibrium points. The endemic equilibrium point does 

not exist if     , endemic will appear if     . Analytical and numerical simulation show that 

the spread of disease can be reduced and stopped if treatment is given to the infected compartment. 

Keywords: Tuberculosis, Diabetes mellitus, Equilibrium Point. 

Abstrak 

Diabetes mellitus (Dm) merupakan penyakit yang berkaitan dengan gangguan fungsi imunitas 

tubuh sehingga lebih rentan terserang infeksi termasuk penyakit Tuberkulosis (Tb). Penyakit Tb 

juga dapat memperburuk kadar gula darah yang dapat menyebabkan penyakit Dm. Penelitian ini 

bertujuan untuk menganalisis dan menentukan kestabilan titik kesetimbangan dari model 

penyebaran penyakit Tb pada penderita Dm yang mempertimbangkan sembilan kompartemen yaitu 

susceptible Tb without Dm, susceptible Tb without Dm complication, susceptible Tb with Dm 

complication, expose Tb without Dm, expose Tb with Dm, infected Tb without Dm, infected Tb with 

Dm, recovered Tb without Dm, dan recovered Tb with Dm dengan faktor pengobatan. Hasil yang 

diperoleh dari analisis model terdapat dua titik kesetimbangan, yaitu titik kesetimbangan non 

endemik dan endemik. Titik kesetimbangan endemik tidak ada jika     , endemik akan muncul 

jika     . Secara analitik dan simulasi numerik menunjukkan bahwa penyebaran penyakit dapat 

dikurangi dan dihilangkan jika diberikan pengobatan pada kompartemen yang terinfeksi. 

Kata kunci:. Tuberkulosis, Diabetes Mellitus, Titik Kesetimbangan. 

1. Pendahuluan 
Model matematika telah digunakan secara meluas sebagai suatu metode pendekatan untuk 

mengenali dengan baik mekanisme penyebaran suatu penyakit menular. Wiraningsih ([1], [2]) 

telah mengkaji dan menganalisis dinamika penyebaran penyakit rabies pada anjing yang 

mempertimbangkan vaksin dan pengobatan dalam upaya menangani laju penyebaran penyakit 
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rabies. Suatu model bagaimana penyakit malaria menyebar dengan menggunakan berbagai 

modifikasi model SIR telah dikaji oleh Beay [3] dengan melibatkan pengaruh migrasi dalam 

mekanisme modelnya. Sementara Hartati [4] mengambil vaksin dan penggunaan insektisida 

untuk mengendalikan penyakit malaria. Muin [5] menganalisis suatu modifikasi model SEIR 

untuk mengetahui penyebaran penyakit hepatitis dengan mengambil vaksin dan pengobatan 

kepada kelompok yang masuk sebagai penyakit hepatitis. 

Tuberkulosis (Tb) merupakan penyakit menular pada paru-paru yang disebabkan oleh 

bakteri Mycobacterium tuberculosis (mtb) yang ditularkan melalui percikan ludah dari 

individu ke individu yang terinfeksi mtb, tubuh yang memiliki kekebalan atau imunitas yang 

baik tentu dapat menghalangi perkembangan kuman sehingga masih berada dalam fase Tb 

laten (terinfeksi Tb namun tidak berpotensi menularkan kuman Tb), sebaliknya bila 

kekebalan tubuh rendah maka kuman akan berkembang lebih cepat menjadi Tb aktif 

(terinfeksi Tb dan berpotensi menularkan kuman Tb) serta menyerang organ ([6], [7]). Resiko 

Tb aktif meningkat pada penderita Dm yaitu kadar gula darah tidak terkendali dengan adanya 

gangguan dari respon imun pada penderita Dm [8]. Diabetes mellitus (Dm) merupakan 

kumpulan gejala yang timbul pada seseorang akibat gula darah yang tinggi (hiperglikemia) 

dan menyebabkan komplikasi akibat gula darah tidak terkendali [9]. Penelitian menunjukkan 

bahwa Dm dapat menekan respon imun yang memfasilitasi bakteri Mycobacterium 

tuberculosis (mtb) dan dapat berkembang menjadi penyakit simtomatik. Hal ini diperkuat 

oleh fakta Dm umumnya didiagnosis sebelum tuberkulosis berkembang [10]. 

Penyebaran penyakit Tb pada penderita Dm menarik untuk dikaji melalui model 

matematika. Model matematika dapat memprediksi dan mengendalikan penyebaran Tb pada 

penderita Dm maupun tanpa Dm di masa yang akan datang. Moualeu dkk [11] mengkaji 

model penyebaran Tb serta dampak Dm terhadap epidemi Tb yang membagi populasi 

menjadi delapan kompartemen yaitu susceptible Tb without Dm, susceptible Tb with Dm, 

expose Tb without Dm, expose Tb with Dm, infected Tb without Dm, infected Tb with Dm, 

recovered Tb without Dm, dan recovered Tb with Dm. Danumjaya dan Merina [12] 

memodelkan penyebaran penyakit Dm dan Tb dengan mempertimbangkan tiga kompartemen 

yaitu Dm without complication (D), Dm with complication (C), dan Dm with complication 

and Infected Tb (T). 

2. Model Penyebaran Penyakit Tuberkulosis 

Pada tulisan ini, populasi manusia dibagi menjadi sembilan kompartemen dengan 

membedakan kompartemen susceptible Tb without Dm complication (  ) dan susceptible Tb 

with Dm complication (  ), serta mengklasifikasikan populasi ke dalam kompartemen Tb 

tanpa Dm namun berpotensi terkena Dm pada indeks 1 dan kompartemen Tb dengan Dm 

pada indeks 2 seperti yang diberikan oleh [11]. Diasumsikan bahwa individu yang rentan 

mendapat infeksi Tb dari individu dengan Tb aktif dengan laju    
      

 
, di mana   tingkat 

kontak efektif yang dapat menularkan infeksi pada individu rentan Tb dengan dan tanpa 

terkena Dm. Parameter modifikasi     mengukur tingginya laju infeksi Tb dengan Dm 

yang berada pada kompartemen   . Diasumsikan pula bahwa setiap individu yang lahir adalah 

sehat dan rentan Tb, kemudian masuk ke dalam  kompartemen    dengan laju  .  

Individu dalam kompartemen    diasumsikan ketika tubuh telah didiami oleh bakteri Tb, 

kompartemen    dapat menjadi Tb aktif sehingga dapat berpindah ke kompartemen    dengan 

laju    . Namun dengan adanya sistem kekebalan tubuh, kompartemen    dapat berpindah ke 

kompartemen    dengan laju (    ) . Diasumsikan pula bahwa yang rentan Tb dapat 

berpindah ke kompartemen    dan    dengan laju masing-masing   dan (   ). 
Kompartemen    ketika tubuh terkena bakteri Tb yang belum aktif atau berada dalam fase Tb 

laten dan tidak dilakukan pengobatan dapat berpindah ke kompartemen    dengan laju 

(    )(      ) dan dapat berpindah pula ke kompartemen    dengan laju  . Individu 

dalam kompartemen    diasumsikan tidak memiliki pemulihan alami kecuali diberikan 

pengobatan kemudian dapat berpindah ke    dengan laju   . Diasumsikan pula bahwa pada 
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kompartemen    apabila gula darah yang tidak terkendali, ia dapat berpindah ke    dengan 

laju   . Individu dalam kompartemen    tidak mendapat kekebalan permanen karena adanya 

kuman yang masih tersisa dari infeksi sebelumnya yang dapat berkembang kembali atau 

adanya infeksi baru sehingga dapat berpindah ke     dengan laju    dan berpindah kembali ke 

   dengan laju   (    ) . Kompartemen    dapat berpindah ke    dengan laju  . 

Individu dalam    diasumsikan kadar gula darah tinggi yang tidak terkendali dapat 

menyebabkan komplikasi sehingga berpindah ke kompartemen    dengan laju (    ) dan 

kadar gula melemahkan sistem kekabalan imun yang terinfeksi Tb sehingga dapat berpindah 

ke kompartemen    dengan laju     . Kompartemen    diasumsikan terinfeksi Tb yang cepat 

melemahkan sistem kekebalan tubuh (Tb aktif) pada penderita Dm sehingga berpindah ke 

kompartemen    denga laju     . Ketika penderita Dm dengan kekebalan tubuh yang masih 

baik,    dapat berpindah ke    dengan laju  (    ) . Individu dalam kompartemen   , 

yaitu ketika penderita Dm yang terpapar Tb laten dan tidak dilakukan pengobatan, dapat 

berpindah ke kompartemen    dengan laju (    )(      ). Diasumsikan pula bahwa 

kompartemen    tidak memiliki pemulihan alami kecuali diberikan pengobatan sehingga 

dapat berpindah ke    dengan laju   . Kompartemen    tidak mendapat kekebalan permanen 

sehingga ia dapat berpindah kembali ke    dengan laju    atau dipengaruhi adanya infeksi 

baru sehingga ia dapat berpindah ke    dengan laju     (    ) . Pada setiap kompartemen 

diasumsikan mengalami kematian alami dengan laju  . Dengan asumsi yang diberikan, 

dinamika penyebaran penyakit tuberculosis dinyatakan dalam sistem berikut 

   ( )

  
   (     )  , 

   ( )

  
     ((    )        )  , 

   ( )

  
 (   )   (    )    (    )              , 

   ( )

  
 (    )      (    )    (    )(      )   (   )  , 

   ( )

  
  (    )           (    )    (    )(      )      , 

   ( )

  
       (    )(      )        (       )  , 

   ( )

  
               (    )(      )             (    )  , 

   ( )

  
        (    )    (      )  , 

   ( )

  
             (    )    (    )  . 

 

(2.1) 

di mana    (
      

 
). 

Keterangan mengenai satuan dari semua variabel dan parameter diberikan secara ringkas 

dalam Tabel 2.1. 

Tabel 2.1. Keterangan Variabel dan Parameter Model dalam Sistem (2.1), lihat [11]. 

Variabel/ 

Parameter 
Deskripsi Nilai 

   Jumlah populasi rentan Tb tanpa Dm  - 

   Jumlah populasi terpapar Tb tanpa Dm - 

   Jumlah populasi terinfeksi Tb tanpa Dm - 

   Jumlah populasi pulih sementara yang Tb tanpa Dm - 

   Jumlah populasi rentan Tb tanpa komplikasi Dm - 

   Jumlah populasi rentan Tb yang komplikasi Dm - 

   Jumlah populasi terpapar Tb yang menderita Dm - 

   Jumlah populasi terinfeksi Tb yang menderita Dm - 

   Jumlah populasi pullih sementara Tb yang terkena Dm - 

  Laju kematian alami 1.5 
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  Laju perpindahan dari individu yang rentan      0.15 

  
Tingkat kontak efektif menularkan infeksi yang rentan Tb dengan 

dan tanpa terkena Dm 
3-5 

   Laju Tb aktif yang berkembang lebih cepat dari kompartemen    0.3 

   Laju Tb aktif yang berkembang lebih cepat dari kompartemen    0.1-0.9 

   Laju Tb aktif yang berkembang lebih cepat dari kompartemen    0.6-1 

  Laju individu yang terinfeksi mtb - 

   Laju reaktivitas endogen yang terpapar Tb tanpa Dm 0.0033 

   Laju reaktivitas endogen yang terpapar Tb yang menderita Dm 0.0047 

   Laju kemoprofilaksis yang terpapar Tb tanpa Dm 0 

   Laju kemoprofilaksis yang terpapar Tb yang menderita Dm 0 

   Faktor pelindung untuk individu terpapar Tb tanpa Dm 0.05 

   Faktor pelindung untuk individu terpapar Tb yang menderita Dm 0.7 

   Faktor pelindung untuk individu pulih Tb tanpa Dm 0.71 

   Faktor pelindung untuk individu pulih Tb yang menderita Dm 0.73 

  Faktor pemberat 2 

  Faktor pemberat 0.8806 

  Faktor pemberat 1.01 

   Laju pengobatan infeksi Tb tanpa Dm 1-50 

   Laju pengobatan infeksi Tb yang menderita Dm 2-50 

 

3. Hasil dan Pembahasan 

Ukuran populasi total pada persamaan (2.1) dinyatakan sebagai  ( )    ( )    ( )  
  ( )    ( )    ( )    ( )    ( )    ( )       Dengan itu, persamaan (2.1) dapat 

disederhanakan dalam bentuk proporsi subpopulasi dengan banyaknya populasi total. Untuk 

itu, dimisalkan     
  ( )

 ( )
    

  ( )

 ( )
    

  ( )

 ( )
    

  ( )

 ( )
    

  ( )

 ( )
    

  ( ) 

 ( )
    

  ( )

 ( )
    

  ( )

 ( )
    

  ( )

 ( )
   Kemudian disubstitusi ke persamaan (2.1) dan diperoleh 

   

  
   (     )  , 

   

(3.1) 

   

  
     ((    )        )  , 

   

  
 (   )   (    )    (    )              , 

   

  
 (    )      (    )    (    )(      )   (   )  , 

   

  
  (    )           (    )    (    )(      )      , 

   

  
       (    )(      )        (       )  , 

   

  
               (    )(      )             (    )  , 

   

  
        (    )    (      )  , 

   

  
             (    )    (    )  , 

di mana     (      ). 

Persamaan (3.1) merupakan sistem non linear dan pada sistem tersebut analisis hanya 

difokuskan pada perilaku sistem di sekitar titik-titik kesetimbangan dari model. Untuk itu, 

model dilinearkan di sekitar titik kesetimbangan dengan menggunakan variasi pertama dari 

sistem melalui matriks Jacobi 
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,           (3.2) 

 

di  mana    (     )     ((    )        )      ( (    )        )  

   ((    )(      )  (   ))     ((    )(      )   )     (       )  

   (    )     (  (    )  (      ))     (   (    )  (    ))  

    (    )        (    )       (    )(      )      (    )(      )  
      (    )          (    ) .  

  

 Sistem (3.1) akan dianalisis dengan menentukan titik kesetimbangan non endemik dan 

endemik. Titik kesetimbangan sistem persamaan (3.1) dicapai ketika  
   

  
   

   

  
   

   

  
 

  
   

  
   

   

  
   

   

  
   

   

  
   

   

  
   

   

  
  . Selanjutnya diperoleh 

 

  (     )    , 

    ((    )        )    , 

(   )   (    )    (    )                , 

(    )      (    )    (    )(      )   (   )    , 

 (    )           (    )    (    )(      )        , 

      (    )(      )        (       )    , 

              (    )(      )             (    )    , 

       (    )    (      )    , 

            (    )    (    )    . 

 

 

(3.3) 

Titik kesetimbangan non endemik merupakan keadaan saat penyakit Tb yang menderita Dm 

tidak menyebar dalam suatu populasi dan terjadi saat              . Karena      

dan      maka    . Dengan itu, diperoleh titik kesetimbangan non endemik 

   (                                   ) 

 (
 

(   )
 

  

(   )(    )  
 
((   )   )(   )(    ) (   ) 

 

((   )(    )  )(   ) 
            ).             (3.4) 

Titik kesetimbangan endemik merupakan keadaan di mana penyakit tuberkulosis menyebar 

dalam suatu populasi dan terjadi pada saat       dan       maka              . 

Dengan demikian diperoleh    (                                   ). 

Matriks Jacobi yang dievaluasi pada titik kesetimbangan (  ) dan (  ) diberikan sebagai 
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di mana   (   )      (    )                 (    )    (   )      
(    )        (       )    (    )    (      )    (    )      
(   )     (    )     (    )       (    )             (     )  
  (    )             (    )            (    )(      )  (   ) 
  (    ) (      )       (       )    (    )      (    )  
(      )       (    )  (    )     (   )      (    )           
   (    )               (    )               (    )(      )     
  (    ) (      )                 (    ) , dan        (    ) . 

Dari matriks Jacobi     diperoleh dari persamaan karakteristik    (      )   , yaitu 

      
     

     
     

     
     

     
     

      . (3.5) 

Akar-akar dari persamaan karakteristik (3.5) tidak mudah diperoleh secara eksplisit karena 

melibatkan banyak parameter di dalamnya. Dalam analisis ini, uji kestabilan Routh-Hurwitz 

akan diterapkan untuk mengetahui kestabilan titik kesetimbangan sistem. Uji kestabilan 

Routh-Hurwitz mengacu kepada koefisien dari persamaan karakteristik (3.5), di mana semua 

akar-akar bagian realnya bernilai negatif jika dan hanya jika syarat-syarat dari uji Routh-

Hurwitz dipenuhi, lihat ([13], [14], [15]). 

Suatu model biasanya memiliki parameter threshold atau bilangan reproduksi dasar (  ). 

Ketika nilai      maka titik kesetimbangan non endemik suatu sistem stabil asimtotik 

lokal dan penyakit dalam populasi tersebut akan menghilang. Dalam kasus nilai      maka 

titik kesetimbangan non endemik tidak stabil dan titik kesetimbangan endemik muncul dan 

stabil yang bermakna bahwa penyakit akan tetap menyebar dalam populasi dan terjadi 

epidemik [16]. Nilai     dapat diperoleh dengan menggunakan metode matriks next generasi. 

Dalam proses pencarian nilai    dimisalkan   ( ) adalah laju penambahan infeksi baru pada 

kompartemen   dan   ( ) adalah laju perpindahan individu pada kompartemen  . Dengan 

demikian dari persamaan (3.1) diperoleh matriks   ( ) dan   ( ) sebagai berikut  

     ( )  

(

 
 
 

(    )   
     
 

 (    )   
             

 )

 
 
 

,                (3.6) 

 ( )  

(

 
 
 
 

   (    )    (    )(      )   (   )  
 (    )(      )        (       )  

        (    )    (      )  
        (    )    (    )(      )      
 (    )(      )             (    )  
             (    )    (    )  )

 
 
 
 

.           (3.7) 

Selanjutnya, dari persamaan (3.6) dan (3.7) diperoleh matriks  

  
   (  )

   
 

(

 
 
 

           

           

 
 
 
 

 
   
   
 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
    
    
 

 
 
 
 )

 
 
 

,                (3.8) 
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   (  )

   
 

(

  
 

  
   
 
 
  
 

 
  
   
 
   
 

 
   
  
 
 
  

 
 
 
  
   
 

 
 
 
 
  
   

 
 
 
 
   
  )

  
 

,              (3.9) 

dengan    (    )               (    )                     (    ) 
   (   )    (       )    (      )    (    )        (    )  
   (    )    (    )    dan    (    )  . 

 Nilai bilangan reproduksi dasar dari persamaan (3.1) ditentukan melalui matriks     .  

Selanjutnya nilai eigen dari matriks      diperoleh dengan menyelesaikan 

   ( ( )   ( )    )   . Dengan demikian diperoleh persamaan karakteristik 

(
    (         )

    
 
   (         )

    
 
   (           )

      
  )     dan     dengan 

multiplisitas adalah 4. Dari nilai akar-akar tersebut diperoleh spectral radius dari matriks next 

generation      yaitu      
    (         )

    
 
   (         )

    
 
   (           )

      
,  

selanjutnya      disebut sebagai   .  Dengan demikian diperoleh 

   
          (         )

          
 
         (         )

          
 
       (           )

          
 ,        (3.10) 

di mana    (         )     (                                   )     
(         )    (                                   ).  

Kewujudan dan kestabilan titik kesetimbangan endemik maupun non endemik 

bergantung kepada   .  Nilai    pada persamaan (3.10) bergantung pada nilai parameter (3.1). 

Dengan mudah diketahui bahwa nilai    tidak bergantung kepada semua parameter dari 

model. Untuk menekan terjadinya kondisi endemik, maka kita dapat mengontrol nilai-nilai 

parameter model yang berpengaruh kepada    sehingga nilainya menjadi di bawah satu dan 

pada kondisi tersebut titik kesetimbangan endemik tidak wujud. Dari persamaan (3.10) 

diketahui bahwa nilai    bergantung kepada parameter yang terkait dengan upaya mencegah 

penyebaran dan peningkatan jumlah populasi yang terinfeksi Tb yaitu parameter laju kontak 

infeksi Tb aktif rentan Tb yang terkena Dm ( ). Nilai    juga bergantung kepada laju 

individu yang terinfeksi Tb tanpa Dm yang berpindah ke kompartemen pemulihan dengan 

pengobatan (  ) dan laju individu terinfeksi Tb yang terkena Dm dan berpindah ke 

kompartemen pemulihan dengan pengobatan (  ). 
Efek dari laju kontak infeksi Tb aktif rentan Tb yang terkena Dm dapat diketahui dari 

perubahan turunan    terhadap   yaitu, 

   
  

 (
   (         )

    
 
  (         )

    
 
  (             )

      
) 

( (
          

          (         )
 

          
         (         )

 
          

       (           )
)) 

      

Efektivitas pengobatan yang terinfeksi Tb tanpa Dm dapat diketahui melalui perubahan    

terhadap    yaitu, 

 
   
   

 (
     (     )

  
   

 
   ((    (     )        )        )

  
     

 
   (             (       ))

  
     

) 

(  (
          

          (         )
 

          
         (         )

 
          

       (           )
)) 
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Sementara efek pemberian pengobatan terinfeksi Tb yang terkena Dm dapat diketahui dari 

perubahan    terhadap    yaitu, 

   
   

 ( 
    (         )

  
     

 
         

  
     

 
   ((             )    (     )      (     ))

  
     

) 

(  (
          

          (         )
 

          
         (         )

 
          

       (           )
)) 

 
  
 
    

 

Karena nilai  
   

  
   pada kasus penyakit Tb diketahui bahwa semakin besar kontak 

infeksi terhadap populasi rentan Tb yang terkena Dm maka    akan semakin besar sehingga 

dapat terjadi kondisi endemik. Sebaliknya, karena nilai  
   

   
   dan 

   

   
   maka semakin 

besar pemberian pengobatan pada populasi yang terinfeksi Tb dengan dan tanpa terkena Dm 

maka nilai    akan semakin kecil sehingga suatu kondisi yang pada awalnya endemik dapat 

berubah menjadi kondisi tidak endemik.  

Simulasi dilakukan untuk menunjukkan laju kontak infeksi Tb aktif rentan Tb yang 

terkena Dm dan efektivitas pemberiaan pengobatan terhadap infeksi Tb dengan dan tanpa 

terkena Dm. Model penyebaran penyakit Tb pada penderita Dm pada masing-masing populasi 

dilakukan dengan memvariasikan parameter yang mempengaruhi model tersebut. Pada 

Gambar 3.1 diberikan simulasi sistem dengan nilai parameter                      
                                                                  
                                                              dan 

      . Nilai parameter kontak infeksi Tb aktif rentan Tb yang terkena Dm relatif lebih 

tinggi, sedangkan pengobatan infeksi Tb dengan dan tanpa terkena Dm relatif lebih rendah. 

Dengan nilai parameter tersebut diperoleh titik kesetimbangan endemik yaitu    

(                                         )  (                                   

         ) dan diperoleh nilai-nilai eigen                                    
                                                            . Karena 

semua nilai eigen memiliki bagian real yang negatif, maka titik kesetimbangan endemik 

stabil, artinya penyakit Tb yang terkena Dm akan menyebar dalam populasi dan terjadi 

endemik. 

 
Gambar 3.1. Grafik perubahan populasi Susceptible without Dm complication, Susceptible 

with Dm complication, dan Infected Tb with Dm terhadap waktu dengan titik 

kesetimbangan endemik yang stabil. 

 

Gambar 3.1 menunjukkan bahwa individu rentan Tb tanpa komplikasi Dm lebih cepat 

mewabah atau menuju fase terinfeksi Tb aktif dibandingkan dengan populasi yang rentan Tb 

yang komplikasi Dm. Sedangkan individu yang terinfeksi Tb yang terkena Dm menunjukkan 

jumlah paling rendah dan tidak mengalami peningkatan disetiap tahunnya. 
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Selanjutnya, diberikan simulasi dengan mengurangi nilai parameter kontak infeksi Tb 

aktif rentan Tb yang terkena Dm dengan meningkatkan nilai parameter pengobatan Tb 

dengan dan tanpa terkena Dm. Nilai parameter                        
                                                                 
                                                                 .  

dengan nilai parameter tersebut diperoleh titik kesetimbangan non endemik yaitu     

(                                   )  (                           ) dan seterusnya 

diperoleh nilai-nilai eigen                                             
                                      dan          . 

 

 
Gambar 3.2. Grafik perubahan populasi Susceptible without Dm complication, Susceptible 

with Dm complication, dan Infected Tb with Dm terhadap waktu dengan titik 

kesetimbangan non endemik yang stabil. 

 

Gambar 3.2 menunjukkan bahwa dengan bertambahnya waktu maka jumlah        dan 

   akan semakin berkurang dan konvergen ke titik kesetimbangan bebas penyakit. Namun 

membutuhkan waktu yang lama untuk menuju ke titik kesetimbangan bebas penyakit. 

 

 
Gambar 3.3. Grafik perubahan populasi Infected Tb without Dm (  ) terhadap waktu dengan 

titik kesetimbangan non endemik stabil. 

 



59 

Nursamsi, Syamsuddin Toaha, Kasbawati 

 
Gambar 3.4. Grafik perubahan populasi Infected Tb with Dm (  ) terhadap waktu dengan 

titik kesetimbangan non endemik stabil. 

 

 Efektivitas pemberian pengobatan infeksi Tb aktif dengan dan tanpa Dm dapat dilihat 

pada Gambar 3.3 dan ditunjukkan bahwa jika nilai parameter ditingkatkan, maka ukuran 

populasi infeksi Tb aktif tanpa Dm (  ) akan semakin berkurang. Hal ini menunjukkan bahwa 

populasi akan terbebas dari penyakit. Sementara dari Gambar 3.4 diketahui bahwa populasi 

infeksi Tb aktif yang terkena Dm (  ) akan konvergen ke titik kesetimbangan bebas penyakit 

untuk jangka waktu yang cukup lama.  

 

4. Kesimpulan  

Dari hasil analisis dan simulasi yang diberikan dapat disimpulkan bahwa model 

penyebaran penyakit tuberkulosis pada penderita diabetes mellitus dengan faktor pengobatan 

diperoleh dua titik kesetimbangan yaitu non endemik (  ) dan endemik (  ). Kewujudan dan 

kestabilan kedua titik kesetimbangan tersebut dipengaruhi oleh nilai   . Berdasarkan nilai 

  , diperoleh beberapa parameter yang berpengaruh yaitu parameter infeksi Tb aktif rentan 

Tb yang terkena Dm ( ), pengobatan infeksi Tb tanpa terkena Dm (  ), dan pengobatan 

infeksi Tb yang terkena Dm (  ). Jika diberikan nilai parameter   tinggi,    dan    lebih 

rendah maka      yang artinya kondisi endemik masih terjadi. Sebaliknya, jika diberikan 

nilai parameter   lebih rendah,    dan    lebih tinggi maka      yaitu kondisi menjadi non 

endemik. 

 Dari simulasi yang diberikan diketahui bahwa dengan menaikkan pemberian pengobatan 

infeksi Tb aktif tanpa Dm yaitu      , dan pengobatan infeksi Tb aktif yang terkena Dm 

yaitu      , maka kondisi endemik dapat berubah menjadi kondisi non endemik. Hal ini 

menunjukkan bahwa pemberian pengobatan infeksi Tb aktif dengan dan tanpa terkena Dm 

berpengaruh terhadap penyebaran penyakit tuberkulosis. 
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