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Abstract
The optimal control problem is defined as a problem in selecting a controller u(t) in a continuous linear
system, so that it can provide the optimum value for a given objective function. The u(t) controller is
expected to control the system so that it produces the desired output. In this research, it will be studied
about how to select and construct the optimal controller u(t) in the Linear Time Invariant MIMO system
positive stable, so that the given system will remain positive when given constant disturbance.

Keywords: Positive Stable MIMO System, Optimal Complementary Control, Hurwitz Matrix, Constant
Disturbace.

Abstrak
Masalah kontrol optimal didefinisikan sebagai masalah dalam pemilihan suatu pengontrol u(t) pada sistem
linear kontinu, sedemikian sehingga dapat memberikan nilai optimum bagi fungsi objektif yang diberikan.
Pengontrol u(t) ini diharapkan bisa mengontrol sistem sehingga menghasilkan output sesuai dengan yang
diinginkan. Dalam penelitian ini akan dikaji tentang bagaimana memilih dan mengkonstruksi pengontrol
optimal u(t) pada sistem MIMO Linear Time Invariant stabil positif, sehingga sistem yang diberikan akan
tetap stabil positif saat diberikan disturbance konstan.

Kata kunci: Sistem MIMO stabil positif, Kontrol Komplementer Optimal, Matriks Hurwitz, Disturbace
Konstan.

1. PENDAHULUAN
Masalah kontrol optimal didefinisikan sebagai suatu masalah memilih suatu pengontrol u(t)

yang bergantung terhadap waktu t, sedemikian sehingga memberikan nilai optimum bagi fungsi objektif
[13]. Perhatikan sistem LTI yang didefinisian pada [14] berikut
X = Ax+ Bu

1
y =Cx+Du @
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dengan X € R" menyatakan keadaan, y € R" menyatakan output, u € R™ menyatakan kontrol (input),
AcR™ BeR™ CeR"™, dan DeR"™. Kontrol komplementer optimal merupakan masalah
penentuan suatu pengontrol optimal u(t) e R™ yang memenuhi sistem (1) dan meminimumkan fungsi
objektif

J(u)=.|.(xTQx+uTu)dt 2)
0
dimana Q € R™ adalah matriks simetris [16].

Berdasarkan [9], sistem (1) dikatakan positif jika untuk setiap keadaan awal nonnegatif dan input
nonnegatif. Sehingga keadaan dan output pada waktu t adalah nonnegatif, yaitu X(t) e R| dan
y(t) e R}, Vt e R, . Selain itu berdasarkan [15], suatu syarat cukup agar sistem (1) stabil adalah A

matriks Hurwitz, yaitu bagian riil dari semua nilai eigen dari A adalah negatif atau Re(ﬂ)<0, VA.

Dalam [4] dan [6], dinyatakan juga bahwa sistem (1) adalah positif jika dan hanya jika A adalah matriks
Metzler dan matriks-matriks B, C,dan D adalah matriks nonnegatif. Dengan demikian, agar sistem (1)
stabil positif maka A haruslah matriks Hurwitz Metzler.

Seiring dengan perkembangan dalam berbagai bidang, masalah kontrol optimal telah mengalami
berbagai modifikasi. Pada penelitian ini adanya penambahan faktor gangguang (disturbance) pada sistem

(1), sebagai berikut :
X=AXx+Bu+Egp 3
y=Cx+Du+Fg ®)

dimanaE e R™,F e R™ dan ¢ menyatakan vektor gangguan (disturbance).

Pendefinisian kontrol komplementer optimal untuk sistem (3) diperluas, yaitu: menentukan kontrol
komplementer optimal u(t) € R™ yang memenuhi sistem (3) dan meminimumkan fungsi objektif
berikut:

J(u)=T(aTQs+UTU)dt, 4)

dimanaQ € R™" adalah matriks simetris.
Dalam prakteknya, output yang diperoleh dari sistem tidak selalu sesuai dengan yang diinginkan.

Hali ini dipengaruhi oleh beberapa faktor, salah satunya muncul error pada sistem. Jika Y 4 € R’
menyatakan vektor output yang diinginkan dan € menyatakan error pada sistem, maka €=y —Y .

Agar memperoleh y . yang maksimal, maka diperlukan suatu pengontrol u sedemikian sehingga € — 0
bila t — c0. Hubungan ini dapat dilihat dalam bentuk diagram berikut



464

Jurnal Matematika, Statistika & Komputasi
Nurweni Putri, Iswan Rina
l ¢

Pengontrol | Sistem LTI
LTI “| Stabil Positif
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Gambar 1. Closed-Loop LTI System

Sehingga pada penelitian ini akan mengkaji bagaimana mengkonstruksi pengontrol optimal u(t) yang
memenuhi sistem (3) dan meminimumkan fungsi objektif (4) sedemikian sehingga sistem tetap stabil
positif saat diberikan gangguan (disturbance) konstan. Bersadarkan definisi dan syarat cukup dari sistem
stabil positif, maka pengontrol optimal u(t) harus memenuhi kondisi berikut, yaitu:

1. Matriks A+ BK, adalah matriks Hurwitz,
2. Keadaan x(t) dan output y(t) adalah nonnegatif, yaitu, X(t) e R" dan y(t) e R}, VteR,

3. €=Y—Y,s =0 bilat— .
2. LANDASAN TEORI

Beberapa teori dasar dan tinjauan hasil-hasil penelitian terdahulu yang terkait dengan topik
bahasan pada penelitian ini.

Definisi 1 [8] Suatu matriks simetris Ae R™" dikatakan definit positif jika ¥xeR",x=0,

berlaku x" Ax > 0. Selain itu, A dikatakan definit negatif jikaVx e R",x = 0, berlaku x" Ax < 0.
Matriks A dikatakan nonnegatif, jika a; >0, Vi, j dan a; >0 untuk sekurang-kurangnya satu
entri.

Definisi 2 [7] Matriks A:[aij]e R™" dikatakan matriks Metzler jika entri-entri selain entri

diagonal utamanya adalah nonnegatif, yaitu a; >0 untuk i = j, i, j=12,...,n.

Teorema 3 [4] Suatu matriks A e R™" adalah matriks Metzler jika dan hanya jika e € R™", vt > 0.

Teorema 4 [15] Jika A adalah matriks Metzler-Hurwitz, maka — A™ ada dan — A™ e R"™".

Teorema 5 [7] Misalkan ada suatu matriks simetris definit positif P yang memenuhi persamaan aljabar
Riccati A"P + PA+Q—(PB)PB)" = Odan bagian riil dari semua nilai eigen matriks A-B(B T) adalah
negatif, maka

u (t)=Kx'(t),t =0,
dimana K = —(P B) T, dengan X" (t) adalah solusi dari persamaan diferensial
" (t) =(A-B(PB)T) x" (1),
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meminimumkan J(u), dan J(u*) = x" (0) P x(0).

Selanjutnya, notasikan pengontrol dalam keadaan steady-state sebagai us dan pengontrol dalam keadaan
optimal sebagai u. Teorema berikut merupakan syarat perlu untuk eksistensi dari u(t).

Teorema 6 [18] Misalkan rank (D — CA™B) =r dan K, , K, didefinisikan sebagai berikut

K,=(D-CA'B)? )

Ks=-K (F-CA'E)* (6)
Jika u(t) ada, maka untuk sebarang yr dan sebarang ¢, us memenuhi persamaan berikut

Us = Kryref + Ky (1)) (7)

Bukti : Perhatikan bahwa dalam kondisi steady state berlaku
X=AX,+Bu, +Ep=0 (8)
e=Cx,+Du, +Fp-y,, =0, 9)
dengan X adalah keadaan steady state. Berdasarkan Teorema 4, maka persaman (8) dapat ditulis sebagai
berikut
Xs=-A"Bus—A'Egp (10)
dengan mensubtitusikan bentuk diatas kedalam persamaan (9), diperoleh

0=C|-A'Bu, - A*Ep|+Du, + Fo-y,,
u, =[D-cA'Bly,, -[D-c A’B] * [F-cA*E]p
us = Kr yref +Kd %4

3. METODE PENELITIAN
Berikut adalah langkah-langkah yang akan dilakukan dalam menyelesaikan penelitian ini :

1. Melakukan studi literatur dengan mengumpulkan referensi yang relevan berupa buku teks, jurnal, dan
artikel terkait di internet.

2. Mengumpulkan berbagai defenisi dan teorema yang berkaitan dengan penelitian.

3. Mengkonstruksi kontrol optimal sehingga tiga konsdisi terpenuhi.

4. Menguji bentuk kontrol optimal yang telah dikonstruksi pada contoh soal dengan menggunakan
software MATLAB R201. Apakah memenuhi ketiga kondisi atau tidak. Jika memenuhi, maka
sistem stabil positif.

5. Melakukan interpretasi terhadap hasil-hasil yang diperoleh.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Berikut akan diberikan langkah untuk mengkonstruksi u(t) agar sistem tetap stabil positif saat diberikan
gangguan konstan. Definisikan variabel baru x, dimana s = e, maka sistem (3) dengan € =y — Y

dapat ditulis sebagai berikut
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4 a2

Perhatikan bahwa disturbance ¢ dan output yang diinginkan y.s adalah konstan, maka bentuk diatas

dapat diubah menjadi
x] [A O] B
€ c O ne D

Oleh karena sistem (3) adalah stabil, maka kontrol u yang akan ditemukan harus memenuhi sistem (11)
dan meminimumkan

J(u) =j(aTQs+uTU) dt (12)
0
dengan Q = K,'K, dan K, didefinisikan seperti pada persamaan (5). Sistem (11) dan (12) dapat ditulis

kembali dalam bentuk masalah optimasi baru, sebagai berikut:

min J = T[XT (©) O x(t) +07 ®)a(H)dt

A

s.t% = AX+ B, (13)

o g e e

Berdasarkan teori dari masalah kontrol komplementer optimal, bentuk kontrol optimal dari (13) adalah
o =—(PB) &, (14)

dimana

dimana P adalah matriks simetris definit positif yang merupakan solusi dari persamaan aljabar Riccati dan
%" adalah keadaan optimal yang terkait dengan kontrol komplementer optimal (" dari persamaan (13).

Perhatikan bahwa K £ = —(Pé)T , maka bentuk kontrol (14) dapat diubah menjadi

0 =K, {X} (15)
u

Tulis matriks K, sebagai berikut

K. =[K, (&) K,@=[EK () &K, (@)

dimana & > 0. Akibatnya diperoleh
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5T
K.=-B'P
__ [BT D' ]|:Pll P12:|
P21 F)22
-[-(8"R,+D"P,) -(87P,+D'PR,, )|
Dari persamaan aljabar Riccati pada diperoleh

(leB + PzzD)(BT PlZ +D’ Pzz) = é:ZQ
KK, = (-6K])-¢K,)
ini mengakibatkan K,7 = —¢ K, ,sehingga
K, =[K (&) -¢K, ()] (16)

Selanjutnya dengan mensubtitusikan (3) kedalam (15) maka didapatkan bentuk persamaan sebagai berikut

X A B |[x E 0
0| T[KA+K C K,B+KD|u || KE+KF|7 K, [T

Misalkan pada kondisi steady-state, x; dan us tidak bergantung kepada &, maka dapat dilakukan
transformasi berikut

z=X —X (17)
q=u’ —u, (18)

sehingga diperoleh

z| A B z| A B z 19
ol lkatie karollalgatse atxoly

Definisikan &£ dt = dr, maka transformasi sistem menjadi

ez| [ A B z
53 |K,A-K,C K,B-K,D||q]|

&) &) @ @
dimana £z =zdan £ =(. Jika £ — 0, maka diperoleh
z=—A"Bq,
akibatnya
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a=(K.A-K,C)(-A*B)a+(K,B-K,D)a
=-K,Bgq+K,CA'Bgq+K,Bq-K,Dq
=K,(-D+CA"B)q
=(D-cA'B)" -(D-CA'B)q

= —q,
dengan solusi
q(z)=¢"q(0), (20)
dimana & = zdan g(0)=u"(0)— u,.Subtitusikan (20) ke persamaan (19) diperoleh
u =q+u,
=% (u(0)-u,)+u.. (21)

Perhatikan persamaan (21), jika t — o maka U™ — U,. Dengan Kkata lain, jika t — o maka € — 0
akibatnya kondisi yang ketiga terpenuhi.

Selanjutnya, kondisi yang kedua sudah terjamin dari sifat kenonnegatifan u”, yaitu keadaan x”
dan output y adalah nonnegatif untuk setiap t > 0. Untuk menunjukan kondisi yang pertama, maka
subtitusikan bentuk dari u” ke dalam sistem (3), sehingga diperoleh

X" =AX +Bu +Eg
- AX" +BIK, K"]{X }+Ego
1
=(A+BK,)x +BK,7+Ep (22)

Perhatikan bahwa A adalah matriks Metzler Hurwitz, sehingga sistem (22) stabil positif. Akibatnya
terdapat K, € R™" sedemikian sehingga A+ BK, adalah matriks Metzler Hurwitz. Dengan

terpenuhinya ketiga kondisi oleh pengontrol u” yang memenuhi sistem (3) dan meminimumkan
(4), maka kontrol optimal agar sistem tetap postif stabil ketika diberikan gangguan konstan

adalah
u= K, K“]E(J .

Contoh 1. Diberikan sistem MIMO LTI stabil positif sebagai berikut
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-08 0 0 05 0 05
x= 0 -07 0 [x+/05 0ju+|05]¢
08 07 -05 0 1 0

[0 1 0] [05 0] [0
Y10 10 1/"7 0]

Pada contoh ini diasumsikan nilai awal x(0)=[1.2 0.4 18], @=0.1 dan output yang diinginkan

Vit = [0.1 0.9] T Hitung nilai u dan x dalam keadaan steady-state maka diperoleh :
0.0938
0.05
u, = : X, =10.1071|.
0.22
0.8000
Selanjutnya hitung nilai dari A+ BK, dan nilai eigennya, yaitu:
0.7362 0.0195 0.0417
A+BK, =|0.0638 -0.6805 0.0417
1.1029 0.7440 -0.2867

dengan nilai eigen adalah -0.1422, -0.8294, dan -0.7318. Berdasarkan Teorema 4, matriks A+ BK,
adalah Metzler-Hurwitz, sehingga sifat (1) terpenuhi.

Perhatikan plot dari keadaan x(t) dan output y(t) berturut-turut diberikan pada gambar berikut :

3
25
25

2

x1, x2 x3 15

05 05

N
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1] 10 20 30 40 50
f

yl

\Fl

Gambar 2. Plot fungsi x(t) dan y(t) terhadap t
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Dari grafik yang diperoleh pada Gambar 2 diketahui bahwa keadaan x(t) dan output y(t) adalah
nonnegatif, sehingga kondisi (2) terpenuhi. Adapun plot dari kontrol optimal u(t) diperoleh sebagai
berikut :

0.7

08

03

02

o 0 i0 20 30 40
f.
Gambar 3. Rlot-fingsi-tft) terhadap t

Dari grafik u(t) pada Gambar 3 dapat dilihat bahwa jika t — oo maka U~ — u,. Dengan kata lain, jika t

— oo maka € — 0 akibatnya kondisi (3) terpenuhi. Karena semua sifat terpenuhi, maka sistem adalah
stabil positif.

50

5. KESIMPULAN

Bentuk kontrol optimal yang memenuhi sistem (3) dan meminimumkan (4), sedemikian sehingga
sistem tetap stabil positif saat diberikan disturbance konstan adalah sebagai berikut

u(t) =K, [):J

dengan K, =[K, (&) K (£)]=[¢K, (&) —¢K. ()]
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