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Abstract 

The optimal control problem is defined as a problem in selecting a controller u(t) in a continuous linear 

system, so that it can provide the optimum value for a given objective function. The u(t) controller is 

expected to control the system so that it produces the desired output. In this research, it will be studied 

about how to select and construct the optimal controller u(t) in the Linear Time Invariant MIMO system 

positive stable, so that the given system will remain positive when given constant disturbance. 

Keywords:  Positive Stable MIMO System, Optimal Complementary Control, Hurwitz Matrix, Constant 

Disturbace. 

 

Abstrak  
Masalah kontrol optimal didefinisikan sebagai masalah dalam pemilihan suatu pengontrol u(t) pada sistem 

linear kontinu, sedemikian sehingga dapat memberikan nilai optimum bagi fungsi objektif yang diberikan. 

Pengontrol u(t) ini diharapkan bisa mengontrol sistem sehingga menghasilkan output sesuai dengan yang 

diinginkan. Dalam penelitian ini akan dikaji tentang bagaimana memilih dan  mengkonstruksi pengontrol 

optimal u(t)  pada sistem MIMO Linear Time Invariant stabil positif, sehingga sistem yang diberikan akan 

tetap stabil positif saat diberikan disturbance konstan. 

 
Kata kunci: Sistem MIMO stabil positif, Kontrol Komplementer Optimal, Matriks Hurwitz, Disturbace 

Konstan. 

 

 

1.  PENDAHULUAN 
Masalah kontrol optimal didefinisikan sebagai suatu masalah memilih suatu pengontrol )(tu  

yang bergantung terhadap waktu t, sedemikian sehingga memberikan nilai optimum bagi fungsi objektif 

[13]. Perhatikan sistem LTI yang didefinisian pada [14] berikut  
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dengan 
nRx menyatakan keadaan, 

rRy  menyatakan output, 
mRu  menyatakan kontrol (input), 

.dan    ,,, mrnrmnnn DCBA   RRRR  Kontrol komplementer optimal merupakan masalah 

penentuan suatu pengontrol optimal 
mR)(tu  

yang memenuhi sistem (1) dan meminimumkan fungsi 

objektif 

dtQJ TT  ) ()(
0

uuxxu  


                   (2) 

dimana 
nnQ R  adalah  matriks simetris [16].  

 

Berdasarkan [9], sistem (1) dikatakan positif jika untuk setiap keadaan awal nonnegatif dan input 

nonnegatif. Sehingga keadaan dan output pada waktu t adalah nonnegatif, yaitu 
nt R)(x

 
dan 

  RR tt r ,)(y . Selain itu berdasarkan [15], suatu syarat cukup agar sistem (1) stabil adalah A 

matriks Hurwitz, yaitu bagian riil dari semua nilai eigen dari A adalah negatif atau      ,0Re . 

Dalam [4] dan [6], dinyatakan juga bahwa sistem (1) adalah positif jika dan hanya jika A adalah matriks 

Metzler dan matriks-matriks B, C,dan  D adalah matriks nonnegatif. Dengan demikian, agar sistem (1) 

stabil positif maka A haruslah matriks Hurwitz Metzler. 

Seiring dengan perkembangan dalam berbagai bidang, masalah kontrol optimal telah mengalami 

berbagai modifikasi. Pada penelitian ini adanya penambahan faktor gangguang (disturbance) pada sistem 

(1), sebagai berikut : 





FDC

EBA





uxy

uxx
                (3) 

dimana
qrqn FE   RR ,  dan   menyatakan vektor gangguan (disturbance).  

Pendefinisian kontrol komplementer optimal untuk sistem (3) diperluas, yaitu: menentukan kontrol 

komplementer optimal 
mt R)(u  yang memenuhi sistem (3) dan meminimumkan fungsi objektif 

berikut: 

dtQJ TT  )  ()(
0

uuεεu  


,     (4) 

dimana
nnQ R  adalah matriks simetris. 

Dalam prakteknya, output yang diperoleh dari sistem tidak selalu sesuai dengan yang diinginkan. 

Hali ini dipengaruhi oleh beberapa faktor, salah satunya muncul error pada sistem. Jika 
r

ref Ry  

menyatakan vektor output yang diinginkan dan ε  menyatakan error pada sistem, maka refyyε  .  

Agar memperoleh refy  yang maksimal, maka diperlukan suatu pengontrol u sedemikian sehingga 0ε  

bila t → ∞. Hubungan ini dapat dilihat dalam bentuk diagram berikut  
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Gambar 1. Closed-Loop LTI System 

 

Sehingga pada penelitian ini akan mengkaji bagaimana mengkonstruksi pengontrol optimal u(t) yang 

memenuhi sistem (3) dan meminimumkan fungsi objektif (4) sedemikian sehingga sistem tetap stabil 

positif saat diberikan gangguan (disturbance) konstan. Bersadarkan definisi dan syarat cukup dari sistem 

stabil positif, maka pengontrol optimal u(t) harus memenuhi kondisi berikut, yaitu: 

1. Matriks 
xKBA  adalah matriks Hurwitz,  

2. Keadaan x(t) dan output y(t) adalah nonnegatif, yaitu , 
nt R)(x

 
dan   RR tt r ,)(y  

3. 0yyε  ref  bila t → ∞.  

2. LANDASAN TEORI 

Beberapa teori dasar dan tinjauan hasil-hasil penelitian terdahulu yang terkait dengan topik 

bahasan pada penelitian ini. 

Definisi 1 [8] Suatu matriks simetris nnA R  dikatakan definit positif jika 0xx  ,nR , 

berlaku .0xx AT  Selain itu, A dikatakan definit negatif jika 0xx  ,nR , berlaku .0xx AT  

Matriks A dikatakan nonnegatif, jika jiaij , ,0   dan 0ija  untuk sekurang-kurangnya satu 

entri. 

Definisi 2 [7] Matriks   nn

ijaA  R  dikatakan matriks Metzler jika entri-entri selain entri 

diagonal utamanya adalah nonnegatif, yaitu 0ija  untuk .,...,2,1,  , njiji   

Teorema 3 [4] Suatu matriks 
nnA R  adalah matriks Metzler jika dan hanya jika .0  ,  

 te nnAt R
 

Teorema 4 [15] Jika A adalah matriks Metzler-Hurwitz, maka 
1 A  ada dan .1 nnRA 



   

Teorema 5  [7] Misalkan ada suatu matriks simetris definit positif P yang memenuhi persamaan aljabar 

Riccati    OPBPBQPAPA
TT  dan bagian riil dari semua nilai eigen matriks A-B(B T) adalah 

negatif, maka  

 

dimana K = −(P B) T , dengan )(t
x adalah solusi dari persamaan diferensial  

  ),(  )()( tPBBAt T   xx  

,0),( )(   ttKt xu
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meminimumkan J(u), dan  ).0(  )0()( xxu PJ T
 

 

Selanjutnya, notasikan pengontrol dalam keadaan steady-state sebagai us dan pengontrol dalam keadaan 

optimal sebagai u. Teorema berikut merupakan syarat perlu untuk eksistensi dari u(t). 
 

Teorema  6  [18]  Misalkan rank (D – CA
-1

B) = r dan Kr , Kd  didefinisikan sebagai berikut 

Kr = (D – C A
-1

 B)
-1

        (5) 

Kd = -Kr (F – C A
-1

 E)
-1

      (6) 

Jika u(t)  ada, maka untuk sebarang yref  dan sebarang  , us memenuhi persamaan berikut 

us = Kryref + Kd       (7) 

 

Bukti : Perhatikan bahwa dalam kondisi steady state berlaku 

(9)                                                     , - F  D  C

(8)                                                              E  B  A 

refss

ss

0yuxe

0uxx








 

dengan xs adalah keadaan steady state. Berdasarkan Teorema 4, maka persaman (8) dapat ditulis sebagai 

berikut  

  xs = -A
-1

 B us – A
-1 

E       
(10) 

dengan mensubtitusikan bentuk diatas kedalam persamaan (9), diperoleh 

 

 
     

                                                                  

 

 

1111
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





 K K

EF-CA  BD-C ABD-C A

-  F D E AB -AC 

drefr

---

ref

-

ref

--







yu

yu

yuu0

s

s

ss

 

 

3. METODE PENELITIAN 

Berikut adalah langkah-langkah yang akan dilakukan dalam menyelesaikan penelitian ini : 

1. Melakukan studi literatur dengan mengumpulkan referensi yang relevan berupa buku teks, jurnal, dan 

artikel terkait di internet. 

2. Mengumpulkan berbagai defenisi dan teorema yang berkaitan dengan penelitian. 

3. Mengkonstruksi kontrol optimal sehingga tiga konsdisi terpenuhi. 

4. Menguji bentuk kontrol optimal yang telah dikonstruksi pada contoh soal dengan menggunakan 

software MATLAB R201. Apakah memenuhi ketiga kondisi atau tidak. Jika memenuhi, maka 

sistem stabil positif. 

5. Melakukan interpretasi terhadap hasil-hasil yang diperoleh. 

 

 

4. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Berikut akan diberikan langkah untuk mengkonstruksi u(t) agar sistem tetap stabil positif saat diberikan 

gangguan konstan. Definisikan variabel baru  , dimana ε  , maka sistem (3) dengan ε  = y − yref 

dapat ditulis sebagai berikut 
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ref  
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   yu
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
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
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


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
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



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
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






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







rI

O

D

B

OC

OA





 

 

Perhatikan bahwa disturbance  dan output yang diinginkan yref  adalah konstan, maka bentuk diatas 

dapat diubah menjadi 

 

(11)                                                   ,   
 

 u
ε

x

ε

x
















































D

B

OC

OA


 

  

Oleh karena sistem (3) adalah stabil, maka kontrol u  yang akan ditemukan harus memenuhi sistem (11) 

dan meminimumkan 

(12)                                                           )  ()(
0

dtQJ TT
uuεεu  



 

dengan Q = Kr
T
Kr  dan  Kr didefinisikan seperti pada persamaan (5). Sistem (11) dan (12) dapat ditulis 

kembali dalam bentuk masalah optimasi baru, sebagai berikut: 

 

 

(13)                                                                      ,ˆˆ ˆÂˆs.t 

dt )(ˆ)(ˆ)(ˆ ˆ )(ˆ min
0

uxx

uuxx
u

B

tttQtJ TT



 




 

dimana 

 

. uˆ    , Q   ,     , A   , ˆ    , ˆ 




 
















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




























u
ε

x
x

ε

x
x

QO
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O

B
B
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Berdasarkan teori dari masalah kontrol komplementer optimal, bentuk kontrol optimal dari (13) adalah 

  (14)                                                            ,ˆ  ˆˆ *
T

*
xu BP  

 

dimana P adalah matriks simetris definit positif yang merupakan solusi dari persamaan aljabar Riccati dan 
*

x̂  adalah keadaan optimal yang terkait dengan kontrol komplementer optimal 
*

û  dari persamaan (13). 

Perhatikan bahwa   TBPK  ˆ , maka bentuk kontrol (14) dapat diubah menjadi 

 

 

 

Tulis matriks K sebagai berikut 

     
           ,             ηxηx KKKKK   

dimana  .0
 
Akibatnya diperoleh 

(15)                                                                  ˆ
*














x
u K
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 

    22122111

2221

1211
  

ˆ 

PDPBPDPB
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PP
DB

PBK

TTTT

TT

T















 

Dari persamaan aljabar Riccati pada diperoleh 

 

  

  
   



KKKK

QPDPBDPBP

T

r

T

r

TT

   

 2

22122221




 

ini mengakibatkan K , rK sehingga  

     (16)                                                    .   rKKK  x  

Selanjutnya dengan mensubtitusikan (3) kedalam (15) maka didapatkan bentuk persamaan sebagai berikut 

          

 .  
FE

E
  

BA ref*

*

*

*

y
u

x

u

x

xxx










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

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
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












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




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
K

O

KKDKKCKK

BA




 

Misalkan pada kondisi steady-state, xs dan us tidak bergantung kepada  , maka dapat dilakukan 

transformasi berikut 

(18)                                                                  

(17)                                                                    

*

*

suuq

xxz




 

sehingga diperoleh 

(19)            
BA

  
BA 
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

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

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
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
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

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
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q
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q

z

xxxx DKKCKK
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DKKCKK
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
 

Definisikan  ddt  , maka transformasi sistem menjadi 

,  
BA







































q

z

q

z

xx DKKCKK

BA

rr



 

dimana 


 zz dan 


 qq . Jika  → 0, maka diperoleh  

,1
qz BA  

akibatnya  
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r

rr

rr

 

dengan solusi 

     20                                                               , 0qεq
   

 

dimana   t dan     .00 *

suuq  Subtitusikan (20) ke persamaan (19) diperoleh 

   (21)                                                .0

*

ss uuuε

uqu





 t

s


 

 

Perhatikan persamaan (21), jika t → ∞ maka 
suu *
. Dengan kata lain, jika t → ∞ maka  ε  → 0 

akibatnya kondisi yang ketiga terpenuhi. 

 

 Selanjutnya, kondisi yang kedua sudah terjamin dari sifat kenonnegatifan ,*
u  yaitu keadaan 

*
x  

dan output y adalah nonnegatif untuk setiap t ≥ 0. Untuk menunjukan kondisi yang pertama, maka 

subtitusikan bentuk dari 
*

u  ke dalam sistem (3), sehingga diperoleh 

 

 

  (22)                                          E K

E K B  A

E  B  A 

*

*

*

***






















ηx

ηx

x

x
x

uxx

BKBA

K



 

Perhatikan bahwa A adalah matriks Metzler Hurwitz, sehingga sistem (22) stabil positif. Akibatnya  

terdapat 
nmR xK sedemikian sehingga 

xKBA  
adalah matriks Metzler Hurwitz. Dengan 

terpenuhinya ketiga kondisi oleh pengontrol *
u  yang memenuhi sistem (3) dan meminimumkan 

(4), maka kontrol optimal agar sistem tetap postif stabil ketika diberikan gangguan konstan 

adalah  

*
u =   











*

 K
x

ηx K . 

 

 

 
Contoh 1. Diberikan sistem MIMO LTI stabil positif sebagai berikut 
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Pada contoh ini diasumsikan nilai awal        ,8.14.02.10
T

x  0.1   dan output yang diinginkan

  . 9.01.0 T

ref y
 
 Hitung nilai u dan x dalam keadaan steady-state maka diperoleh : 

.

8000.0

1071.0

0938.0

          , 
22.0

05.0














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Selanjutnya hitung nilai dari 
xKBA  dan nilai eigennya, yaitu: 



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


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dengan nilai eigen adalah -0.1422, -0.8294, dan -0.7318. Berdasarkan Teorema 4, matriks 
xKBA

adalah Metzler-Hurwitz, sehingga sifat (1) terpenuhi.  

Perhatikan plot dari keadaan  tx  dan output  ty  berturut-turut diberikan pada gambar berikut : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Gambar 2. Plot fungsi x(t) dan y(t) terhadap t 

 



470 

Jurnal Matematika, Statistika & Komputasi 

Nurweni Putri, Iswan Rina
 

 

 

Dari grafik yang diperoleh pada Gambar 2 diketahui bahwa keadaan x(t) dan output y(t) adalah 

nonnegatif, sehingga kondisi (2) terpenuhi. Adapun plot dari kontrol optimal u(t) diperoleh sebagai 

berikut : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3. Plot fungsi u(t) terhadap t 

 

Dari grafik u(t) pada Gambar 3 dapat dilihat bahwa jika t → ∞ maka 
suu *
. Dengan kata lain, jika t 

→ ∞ maka  ε  → 0 akibatnya kondisi (3) terpenuhi. Karena semua sifat terpenuhi, maka sistem adalah 

stabil positif.  

 

 

5. KESIMPULAN  
 Bentuk kontrol  optimal yang memenuhi sistem (3) dan meminimumkan (4), sedemikian sehingga 

sistem tetap stabil positif saat diberikan disturbance konstan adalah sebagai berikut 
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