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Abstract 
This paper discussed about the proof of the fixed point theorem on the standard 2-normed spaces by using 

completeness. The completeness of the standard 2-normed spaces is shown by defining a new norm. Two 

linear independent vectors on standard 2-normed spaces are used to define the new norm, namely ‖ ‖  
‖    ‖  ‖    ‖ which has been shown to be equivalent to standard norm. 
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Abstrak 
Pada tulisan ini dibahas pembuktian teorema titik tetap pada ruang bernorma-2 standar dengan 

menggunakan kelengkapan. Kelengkapan dari ruang bernorma-2 standar ditunjukkan dengan 

mendefinisikan norma baru. Dua buah vektor bebas linier pada ruang bernorma-2 standar digunakan untuk 

mendefinisikan norma baru, yakni ‖ ‖  ‖    ‖  ‖    ‖ yang telah ditunjukkan ekuivalen dengan 

norma standar. 

 

Kata kunci: ruang bernorma-2 standar, kelengkapan, teorema titik tetap. 

 

 

1.  PENDAHULUAN 

Ruang bernorma merupakan ruang vektor yang didalamnya terdapat fungsi norma dan 

memenuhi sifat-sifat ruang bernorma. Secara geometri, norma dapat dipandang sebagai alat ukur 

panjang dari suatu vektor.  

 

Definisi 1.1 [10] Misalkan   merupakan ruang vektor. Norma pada   adalah fungsi ‖ ‖     

sehingga untuk semua       dan     berlaku: 

1. ‖ ‖    

2. ‖ ‖    jika dan hanya jika     

3. ‖  ‖     ‖ ‖ 

4. ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖. 
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Ruang bernorma tidak terbatas pada ruang bernorma, terdapat pula ruang bernorma-2 hingga 

ruang bernorma-n untuk n   . Konsep tentang ruang bernorma-2 pertama kali diperkenalkan 

oleh Gahler pada pertengahan tahun 1960-an [7]. 

Definisi 1.2 [3] Misalkan   adalah ruang vektor riil berdimensi  , dengan    . Suatu fungsi 

bernilai riil tak negatif yang didefinisikan sebagai suatu pemetaan ‖ ‖        , sehingga 

untuk setiap         memenuhi sifat-sifat dibawah ini: 

1. ‖   ‖    jika dan hanya jika   dan   bergantung linier 

2. ‖   ‖  ‖   ‖ 

3. ‖    ‖     ‖   ‖ 

4. ‖     ‖  ‖   ‖  ‖   ‖, 

disebut sebagai norma-2 di  , dan pasangan    ‖   ‖  disebut suatu ruang bernorma-2.   

 

Salah satu topik yang banyak dikembangkan oleh peneliti adalah teorema titik tetap pada 

pemetaan kontaktif di ruang Banach yang dilengkapi dengan norma-2. Beberapa penelitian yang 

telah membahas tentang topik tersebut diantaranya Gunawan [5], Nur, [14],  serta Rumlawang 

[17]. Oleh karena itu, pada penelitian kali ini akan membahas kembali mengenai teorema titik 

tetap pada pemetaan kontraktif di ruang bernorma-2 standar. 

 

2. HASIL UTAMA 

2.1 Ruang Bernorma-2 Standar 

Definisi 2.1 [14] Misalkan   adalah ruang hasil kali dalam dengan dimensi    . Ruang vektor 

  yang dilengkapi dengan norma-2 standar, yang didefinisikan sebagai 

‖   ‖  |
〈   〉 〈   〉

〈   〉 〈   〉
|

 
 
 

dengan 〈   〉 menyatakan hasil kali dalam pada  , merupakan ruang bernorma-2 standar. 

 

Proposisi 2.1 Ruang bernorma-2 standar merupakan ruang bernorma-2. 

Bukti. 

Ambil sebarang         dan    . Akan ditunjukkan bahwa ‖   ‖ yang didefinisikan 

pada Definisi 2.1 memenuhi sifat-sifat norma-2. 

1. Akan ditunjukkan bahwa ‖   ‖    jika dan hanya jika   dan   bergantung linier. 

   Misalkan ‖   ‖   . Andaikan     bebas linier, dengan menggunakan metode 

Gram-Schmidt diperoleh       yang saling ortogonal. Dengan demikian, 

|
〈   〉 〈   〉

〈   〉 〈   〉
|  |

〈     〉 〈     〉

〈     〉 〈     〉
|  

Karena       saling ortogonal, maka 〈     〉  〈     〉   . Sehingga diperoleh, 

|
〈     〉 〈     〉

〈     〉 〈     〉
|  〈     〉〈     〉  

Dengan demikian, 

|
〈   〉 〈   〉

〈   〉 〈   〉
|          ‖   ‖  |

〈   〉 〈   〉

〈   〉 〈   〉
|

 
 
    

Hal ini bertentangan dengan pemisalan di awal, yakni ‖   ‖    sehingga 

pengandaian salah. Dengan demikian,     bergantung linier. 
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   Misalkan     bergantung linier. Artinya, dapat ditulis      dengan    . 

Dengan menggunakan sifat-sifat hasil kali dalam, diperoleh  

‖   ‖  |
  〈   〉  〈   〉

 〈   〉 〈   〉
|                  

Selanjutnya menggunakan sifat determinan, diperoleh 

‖   ‖     〈   〉  〈   〉          
‖   ‖ memenuhi aksioma 1 norma-2. 

2. Akan ditunjukkan bahwa ‖   ‖  ‖   ‖. 

‖   ‖  |
〈   〉 〈   〉

〈   〉 〈   〉
|

 
 
 |

〈   〉 〈   〉

〈   〉 〈   〉
|

 
 
 ‖   ‖     

‖   ‖ memenuhi aksioma 2 norma-2. 

3. Akan ditunjukkan bahwa ‖    ‖     ‖   ‖. 

‖    ‖  |
〈   〉 〈    〉

〈    〉 〈     〉
|

 
 
 

                 |
〈   〉  〈   〉

 〈   〉   〈   〉
|

 
 
 

                 |
〈   〉 〈   〉

〈   〉 〈   〉
|

 
 
 

    ‖   ‖      

‖   ‖ memenuhi aksioma 3 norma-2. 

4. Akan ditunjukkan bahwa ‖     ‖  ‖   ‖  ‖   ‖. 

Karena 

‖   ‖  |
〈   〉 〈   〉

〈   〉 〈   〉
|

 
 
 〈     〉

 
  

 

diperoleh, 

‖     ‖  〈         〉  

 〈     〉   〈     〉  〈     〉  

Dengan menggunakan Ketaksamaan Cauchy-Schwarz, maka 

‖     ‖  ‖   ‖   ‖   ‖‖   ‖  ‖   ‖        

     ‖   ‖  ‖   ‖                     

Jadi, aksioma 4 norma-2 terpenuhi. 

Dengan demikian, ‖   ‖ merupakan norma-2.                 

 

Misalkan    ‖   ‖  ruang bernorma-2 standar dan {     } adalah himpunan bebas linier 

di  , didefinisikan sebuah fungsi di  : 

‖ ‖  ‖    ‖  ‖    ‖  
Proposisi 2.2    ‖ ‖   merupakan ruang bernorma, dengan ‖ ‖  yang telah didefinisikan pada 

Fungsi (4.1). 

 

(4.1) 
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Bukti. 

Ambil sebarang       dan    . Akan ditunjukkan bahwa ‖ ‖  memenuhi sifat-sifat 

norma. 

1. ‖ ‖    dan ‖ ‖    jika dan hanya jika    . 

Karena ‖   ‖ merupakan norma-2, maka ‖    ‖    dan ‖    ‖   . Dengan 

demikian, 

‖ ‖  ‖    ‖  ‖    ‖     
Selanjutnya,  

    Misalkan    . Diperoleh bahwa ‖    ‖    dan ‖    ‖   . Dengan demikian, 

‖ ‖  ‖    ‖  ‖    ‖       

    Misalkan ‖ ‖    maka diperoleh, 

‖ ‖  ‖    ‖  ‖    ‖    

Karena ‖    ‖    dan ‖    ‖   , maka  ‖    ‖  ‖    ‖   . Oleh karena 

itu,    .  

Dengan demikian, ‖ ‖    jika dan hanya jika    . 

‖ ‖  memenuhi sifat-1 norma. 

2. ‖  ‖     ‖ ‖ . 

‖  ‖  ‖     ‖  ‖     ‖ 

diperoleh, 

‖  ‖  ‖     ‖  ‖     ‖ 

                     ‖    ‖     ‖    ‖ 

                     ‖    ‖  ‖    ‖   

    ‖ ‖              

‖ ‖  memenuhi sifat-2 norma. 

3. ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ . 

Karena 

‖   ‖  ‖      ‖  ‖      ‖ 

 diperoleh, 

‖      ‖  ‖      ‖  ‖    ‖  ‖    ‖  ‖    ‖  ‖    ‖ 

                                    ‖    ‖  ‖    ‖  ‖    ‖  ‖    ‖ 

 ‖ ‖  ‖ ‖               
Dengan demikian, ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ . 
‖ ‖  memenuhi sifat-3 norma. 

Karena ‖ ‖  memenuhi seluruh sifat norma, maka    ‖ ‖   merupakan ruang bernorma.        

 

Akibat 2.1 ‖ ‖ 
  ‖    ‖  ‖    ‖, dengan {     } adalah hasil Proses Gram-Schmidt dari 

{     } juga merupakan norma di  . 

 

2.2 Kekonvergenan Norma-2 Standar Menggunakan Dua Vektor Bebas Linier 

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa norma-2 standar dapat diwakili dengan dua buah 

vektor bebas linier. 
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Definisi 2.2 [5] Barisan      di ruang bernorma-2    ‖   ‖  dikatakan konvergen ke   dalam 

norma-2 jika dan hanya jika untuk setiap     berlaku 

   
   

‖      ‖     

 

Teorema 2.1 Suatu barisan      di   konvergen ke   pada norma-2 standar di   jika dan hanya 

jika       ‖       ‖    dan       ‖       ‖    dengan {     } bebas linier. 

Bukti. 

Pertama-tama akan ditunjukkan bahwa      konvergen ke   pada   di norma-2 standar 

jika dan hanya jika       ‖       ‖    dan       ‖       ‖    dengan {     } 
himpunan bebas linier pada  . 

    Misalkan      konvergen ke   pada   di norma-2 standar, maka       ‖      ‖    

untuk setiap    . Karena       ‖      ‖    berlaku untuk setiap    , maka 

berlaku pula untuk      dan      dengan        . Dengan demikian,       ‖   
    ‖    dan       ‖       ‖   . 

    Akan ditunjukkan bahwa jika       ‖       ‖    dan       ‖       ‖    maka 

     konvergen ke   di norma-2 standar. Jika      konvergen ke   di norma-2 standar, 

maka diperoleh       ‖      ‖    untuk setiap    . 

Misalkan       ‖       ‖    untuk      . Dengan menggunakan Ketaksamaan 

Hadamard ‖   ‖  ‖ ‖‖ ‖, maka diperoleh, 

‖      ‖  ‖    ‖‖ ‖  
                                                            [‖       ‖  ‖       ‖]‖ ‖  

Karena ‖       ‖    untuk    , maka       ‖      ‖   . Dengan demikian, 
     konvergen ke   di norma-2 standar. 

 Selanjutnya, ambil          , akan ditunjukkan bahwa       ‖       ‖    dan 

      ‖       ‖    jika dan hanya jika       ‖       ‖    dan       ‖   
    ‖   . 

Karena {     } merupakan hasil Gram-Schmidt dari {     }, maka dapat ditulis 

                       
Berdasarkan sifat norma-2 diperoleh,  

‖    ‖  ‖     ‖     ‖    ‖               
dan 

‖    ‖      ‖    ‖      ‖    ‖          

Misalkan    
 

  
    

  

   
, maka diperoleh, 

‖    ‖  ‖  
  

 
‖  |

 

 
| ‖    ‖                                      

dan 

‖    ‖  ‖           ‖  ‖              ‖ 

                                      ‖      ‖  ‖       ‖       ‖    ‖      ‖    ‖  
   Misalkan       ‖       ‖    dan       ‖       ‖   . Perhatikan bahwa, 

   
   

‖       ‖     
   

   ‖       ‖        
   

‖       ‖     

sehingga diperoleh       ‖       ‖     Selanjutnya perhatikan, 

   
   

‖       ‖     
   

     ‖       ‖     
   

     ‖       ‖  

                                 
   

‖       ‖         
   

‖       ‖ 

                                                         
Karena ‖       ‖   , maka       ‖       ‖   . 

    Misalkan       ‖       ‖    dan       ‖       ‖   . Dengan cara yang sama, 

diperoleh       ‖       ‖    dan       ‖       ‖   . 
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Dengan demikian, barisan      di   konvergen ke   pada norma-2 standar di   jika dan hanya 

jika       ‖       ‖    dan       ‖       ‖   .                  

 

Akibat 2.2 Ruang   yang dilengkapi ‖ ‖  lengkap jika dan hanya jika   yang dilengkapi ‖ ‖ 
 
 

lengkap. 

 

2.3 Kelengkapan Norma-2 Standar 

Selanjutnya, akan dibahas mengenai kelengkapan norma-2 standar dengan menggunakan 

norma biasa. 

 

Proposisi 2.3 ‖ ‖ 
  ekuivalen dengan norma standar ‖ ‖ di  , yakni ‖ ‖  〈   〉

 

 . Artinya, 

‖ ‖  ‖ ‖ 
   ‖ ‖  

Bukti. 

 Ambil sebarang    . Karena {     } merupakan hasil Gram-Schmidt dari {     }, 
maka {     } merupakan himpunan ortonormal pada  , diperoleh ‖    ‖

  ‖ ‖  〈    〉
  

dan ‖    ‖
  ‖ ‖  〈    〉

   

Berdasarkan Ketaksamaan Bessel ∑ 〈    〉
  

    ‖ ‖ , diperoleh 

‖ ‖   ‖ ‖  ∑〈    〉
 

 

   

 ‖ ‖  〈    〉
  ‖ ‖  〈    〉

  

 ‖    ‖
  ‖    ‖

                                                              
Karena 

 ‖    ‖  ‖    ‖ 
  ‖    ‖

  ‖    ‖
   

maka 

‖ ‖  ‖    ‖
  ‖    ‖

   ‖    ‖  ‖    ‖ 
  

‖ ‖  ‖    ‖  ‖    ‖  ‖ ‖ 
                                  

Selanjutnya, perhatikan bahwa ‖ ‖ 
  ‖    ‖  ‖    ‖  ∑ ‖    ‖

 
   . Dengan 

menggunakan Ketaksamaan Hadamard ‖   ‖  ‖ ‖‖ ‖ diperoleh, 

∑‖    ‖

 

   

 ‖ ‖ ‖  ‖  ‖  ‖   

Ingat bahwa {     } merupakan himpunan ortonormal pada   sehingga ‖  ‖    untuk      . 

Dengan demikian, 

∑‖    ‖

 

   

 ‖ ‖       ‖ ‖  

Jadi, diperoleh bahwa ‖ ‖  ‖ ‖ 
   ‖ ‖. 

  ‖ ‖ 
  ekuivalen dengan ‖ ‖.                             

 

Definisi 2.3 [5] Barisan      dikatakan Cauchy apabila untuk setiap     dan untuk setiap 

    terdapat      sehingga ‖       ‖    untuk setiap       . Jika setiap barisan 

Cauchy di    ‖   ‖  konvergen ke suatu    , maka   dikatakan lengkap.  

 

Teorema 2.2 Barisan      di   konvergen pada ruang bernorma-2 standar    ‖   ‖  jika dan 

hanya jika barisan itu konvergen di ruang bernorma    ‖ ‖ , dan barisan      di   Cauchy di 

ruang bernorma-2 standar    ‖   ‖   jika dan hanya jika barisan itu Cauchy di ruang bernorma 

   ‖ ‖ . 
Bukti. 
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 Pertama-tama akan ditunjukkan bahwa barisan      di   konvergen pada ruang 

bernorma-2 standar    ‖   ‖  jika dan hanya jika barisan itu konvergen di ruang bernorma 

   ‖ ‖ . 
    Misalkan diketahui      konvergen ke   dalam ruang norma-2    ‖   ‖ . Berdasarkan 

Teorema 2.1, diperoleh        ‖       ‖    dan       ‖       ‖   . 

Perhatikan bahwa, 

   
   

‖    ‖ 
     

   
 ‖       ‖  ‖       ‖  

                                   
   

‖       ‖     
   

‖       ‖ 

                                    
Karena ‖ ‖ 

  ekuivalen dengan ‖ ‖, maka       ‖    ‖   . Berdasarkan definisi 

kekonvergenan, maka      konvergen ke   pada ruang bernorma   ‖ ‖ . 
    Ambil sebarang    . Misalkan      konvergen ke   dalam ruang norma    ‖ ‖ , maka 

diperoleh bahwa untuk setiap     terdapat     , sehingga ‖    ‖  
 

‖ ‖
 untuk 

    . Menurut Ketaksamaan Hadamard, diperoleh, 

‖      ‖  ‖    ‖‖ ‖    

untuk setiap       Dengan demikian,      konvergen ke   dalam ruang norma-2 

   ‖   ‖ . 
 Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa barisan      di   Cauchy di ruang bernorma-2 

standar    ‖   ‖   jika dan hanya jika barisan itu Cauchy di ruang bernorma    ‖ ‖ . 
    Misalkan diketahui      Cauchy di ruang norma-2    ‖   ‖ , diperoleh bahwa 

        ‖       ‖   . Berdasarkan Teorema 2.1 maka         ‖        ‖    

dan         ‖        ‖   . Perhatikan bahwa, 

   
     

‖     ‖ 
     

     
 ‖        ‖  ‖        ‖  

                                               
     

‖        ‖     
     

‖        ‖ 

                                        
Karena sebelumnya telah ditunjukkan bahwa ‖ ‖ 

  ekuivalen dengan ‖ ‖, maka 

        ‖     ‖   . Atau dapat ditulis, terdapat     untuk setiap      sehingga 

‖     ‖    untuk       . Akibatnya      Cauchy di ruang bernorma    ‖ ‖ . 
    Ambil sebarang    . Misalkan      Cauchy di ruang bernorma    ‖ ‖ , maka ‖   

  ‖  
 

‖ ‖
 untuk       . Menurut Ketaksamaan Hadamard, diperoleh, 

‖       ‖  ‖     ‖‖ ‖    

untuk setiap         Dengan demikian,      juga Cauchy di ruang bernorma-2 

   ‖   ‖ . 
  Teorema 2.2 terbukti.                     

Akibat 2.3 Ruang bernorma-2 standar    ‖   ‖  lengkap jika dan hanya jika ruang bernorma 

standar    ‖ ‖  adalah lengkap.  

 

2.2 Teorema Titik Tetap pada Pemetaan Kontraktif di Ruang Bernorma-2 Standar 

 Dengan menggunakan hasil-hasil pada subbab sebelumnya, akan dibuktikan teorema titik 

tetap pada pemetaan kontraktif di ruang bernorma-2 standar. 

 

Teorema 2.3 Misalkan    ‖   ‖  merupakan ruang Banach-2. {     } merupakan himpunan 

bebas linier dan       memenuhi ‖        ‖   ‖      ‖ untuk setiap          

dimana       dan       konstan, maka T mempunyai titik tetap yang tunggal. 

Bukti. 
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 Ambil sebarang himpunan bebas linier {     } di    ‖   ‖ , pada Proposisi 2.2 telah 

ditunjukkan bahwa ‖ ‖  ‖    ‖  ‖    ‖ dan ‖ ‖ 
  ‖    ‖  ‖    ‖ merupakan 

norma pada  , dengan {     } adalah hasil Gram-Schmidt dari {     }. Karena    ‖   ‖  
merupakan ruang bernorma-2 yang lengkap, maka berdasarkan Akibat 2.3,    ‖ ‖  adalah ruang 

bernorma yang lengkap. Diketahui pula dari Proposisi 2.3 bahwa ‖ ‖ ekuivalen dengan ‖ ‖ 
 , 

akibatnya ‖ ‖ 
  lengkap. Lebih jauh pada Akibat 2.2, ‖ ‖  adalah lengkap.  

Selanjutnya, misalkan ‖        ‖   ‖      ‖ untuk setiap          dimana 

      dan       konstan. Perhatikan bahwa untuk setiap      , 

‖     ‖
 
 ‖        ‖  ‖        ‖ 

                      ‖      ‖   ‖      ‖ 

  ‖   ‖                 

Karena ‖     ‖
 
  ‖   ‖ , maka   kontraktif terhadap ‖ ‖ . Karena   kontraktif terhadap 

‖ ‖  dan    ‖ ‖   lengkap, maka   memiliki titik tetap yang tunggal.               

 

3.  KESIMPULAN 

Kekonvergenan dan kelengkapan dari ruang bernorma-2 standar ditunjukkan dengan 

mendefinisikan norma baru. Dua buah vektor bebas linier pada norma-2 standar digunakan 

untuk mendefinisikan norma baru, yakni ‖ ‖  ‖    ‖  ‖    ‖ yang telah ditunjukkan 

ekuivalen dengan norma standar yakni norma yang diinduksi dari hasil kali dalam. 

Ekuivalensi dan kelengkapan yang telah ditunjukkan digunakan untuk membuktikan teorema 

titik tetap. 
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