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Abstract  
Meningitis is an infectious disease that occurs in inflammation of the meninges and the spinal cord in 

consequence of bacteria and viruses. Vaccination and treatment using antibiotics is used to increase 

growth rate in infected people so that the spread rate can be reduced. This study aims to see the effect 

of vaccination and treatment using some compartments:  susceptible, carrier, infected without 

symptoms, infected with symptoms, recovery without disability, and recovery with disability; show the 

sensitivity analysis in order to discover the parameter that affect basic reproduction number      and 

bifurcations analysis. The result from sensitivity found the relation between parameter and    that can 

increase and decrease the    value. This study also showed the influence of stability change from 

equilibrium point caused by the parameter   value change form bifurcations analysis. Models 

simulation show that the effect of vaccination and treatmen for spread of meningitis can be handled. 
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Abstrak  
Meningitis adalah suatu penyakit menular yang terjadi pada peradangan meninges dan sumsum tulang 

belakang yang disebabkan oleh bakteri dan virus. Upaya vaksinasi dan pengobatan berupa pemberian 

antibiotik dilakukan untuk meningkatkan laju penyembuhan bagi individu terinfeksi sehingga menekan 

laju penyebaran penyakit meningitis pada suatu populasi. Tujuan dari penelitian ini ialah untuk melihat 

pengaruh dari perlakuan vaksinasi dan pengobatan dengan memperhatikan beberapa kompartemen, 

yaitu susceptible, carrier, infected without symptoms, infected with symptoms, recovery without 

disability, dan recovery with disability, menunjukkan analisis sensitivitas  untuk mengetahui parameter 

yang berpengaruh pada bilangan reproduksi dasar       dan analisis bifurkasi. Hasil yang diperoleh 

dari analisis sensitivitas, yaitu ditemukan hubungan parameter dengan    yang dapat meningkatkan 

dan menurunkan nilai   , dan analisis bifurkasi menunjukkan pengaruh perubahan kestabilan titik 

ekuilibrium akibat perubahan nilai parameter  . Simulasi model menunjukkan bahwa pemberian  

vaksinasi dan pengobatan dapat mengendalikan penyebaran penyakit meningitis 

 

Kata kunci: Model Penyebaran Meningitis, Sensitivitas   , Bifurkasi. 

 

1.  Pendahuluan  

Model Matematika merupakan suatu cara untuk mengimplementasikan permasalahan 

kompleks ke dalam bentuk matematika[16]. Pemodelan matematika dapat digunakan untuk 

menganalisis penyebaran suatu penyakit. Fajri, N[7] telah membahas model penyebaran penyakit 

malaria yang memperhatikan efek dari vaksinasi. Selain itu, dinamika pemodelan populasi yang 

memiliki kecanduan terhadap penggunaan sosial media yang dikaji oleh Alemneh, dkk[3] dengan 

mempertimbangkan faktor strategi pembelajaran dan pendampingan terhadap individu yang 

memiliki kecanduan berat pada media sosial. Sementara itu, model yang dibahas oleh Afifah, 

dkk[1] tentang penyakit meningitis yang memperhatikan  kestabilan titik kesetimbangan endemik 

dan non endemik dengan fungsi lyapunov. 
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Meningitis adalah suatu penyakit berbahaya dan menular yang menyerang dan terjadinya 

peradangan pada meninges yang melindungi sistem syaraf pusat dan sumsum tulang belakang. 

Penyakit ini dapat menyebabkan kecacatan hingga kematian. Meningitis yang disebabkan oleh 

beberapa bakteri, yaitu Haemophilus Inflenzae, Neisseria meningitidis, dan Streptococcus 

pneumoniae, biasanya disebut meningitis bakterialis. Kasus lain terjadi pada Jirapa, Ghana, 

penyakit meningitis yang terjadi pada negara tersebut ialah meningitis yang disebabkan oleh 

penumpukan cairan pada otak dan terjadi keracunan darah[17]. Peristiwa endemik penyakit 

meningitis ini kebanyakan terjadi di negara-negara barat seperti Firlandia, Belanda, dan Amerika 

adalah 0.7-0.9 per 100.000 individu tiap tahunnya dalam sepuluh sampai dua puluh tahun 

belakangan ini. Negara-negara Afrika memiliki peristiwa endemik sebanyak 10-40 per 100.000 

individu tiap tahunnya[6]. Pada negara-negara Asia Tenggara, peristiwa endemik sebanyak 18.3-

24.6 per 100.000 individu dengan kejadian tertinggi jatuh pada Negara Thailand dan terendah 

pada Negara India [13].  

Gejala utama yang dirasakan adalah sakit kepala yang sangat hebat, mual-muntah, leher 

kaku, demam tinggi, hingga sensitif terhadap cahaya. Rata-rata masa inkubasi virus adalah empat 

hari, bahkan dapat berkisar dua sampai sepuluh hari. Jika seseorang telah terpapar, sebaiknya 

dalam waktu 24 jam setelah diagnosa ditegakkan diberikan pengobatan berupa antibiotik. 

Pencegahan penyakit meningitis pada resiko tinggi dilakukan dengan cara meminimalkan kontak 

antara keluarga yang sakit dengan keluarga yang ada di rumah dan menjalankan karantina. 

Penanganan dengan tepat sangat diperlukan bagi individu yang terpapar dikarenakan penyakit ini 

merupakan penyakit yang berbahaya dan dapat menular dengan cepat. Oleh karena itu, perlu 

dilakukan berbagai upaya untuk mengontrol penyebaran penyakit meningitis di antaranya 

melakukan vaksin dan pengobatan berupa pemberian antibiotik[11]. Terdapat vaksin untuk 

melindungi individu yang memiliki resiko kontak lansung dengan individu terinfeksi meskipun 

terjadi outbreak. Antibiotik dapat diberikan pada seluruh individu yang mungkin terkena 

meningitis bahkan sebelum menunjukkan gejala[2]. 

Berdasarkan uraian tersebut, penyakit meningitis adalah suatu fenomena yang dapat dikaji 

melalui model matematika. Dalam pemodelan matematika ini, diharapkan dapat mengambarkan 

prediksi dan upaya pencegahan penyakit meningitis. Salma dan Ibrahim [8] telah mengkaji model 

matematika dari penyakit meningitis yang terjadi pada Sub-Sarahan Afrika dengan menggunakan 

6 kompartemen, yaitu Susceptible (S), Vaccinated (V), Carrier (C), Infected ( ), Recovered with 

disability (   , dan Recovered with disability (  ). Penelitian ini memiliki fokus pada efektivitas 

vaksinasi yang dilakukan, namun setelah dilakukan evaluasi penyakit meningitis tetap ada. Hasil 

simulasi menunjukkan bahwa penyakit dapat dikendalikan jika vaksinasi bekerja dengan baik dan 

efisien. Pemodelan matematika penyakit meningitis juga dikaji oleh Asamoah, dkk [3] 

menggunakan 4 kompartemen, yaitu susceptible (S), carrier (C), il (I), dan recovered (R). Peneliti 

menggunakan sensitivity heat map dan spektrum sensitivitas parameter untuk menguji sensivitas 

kompartemen dan parameter. Pada sensitivity heat map menunjukkan bahwa keadaan variabel 

yang paling sensitif untuk semua kompartemen selama tidak terjadi transmisi musiman adalah 

kompartemen pemulihan dan diikuti oleh kompartemen rentan. Sementara itu, peneliti 

menggunakan kontrol optimal untuk mempelajari dampak dari terbatasnya antibiotik dan tempat 

tidur rumah sakit. 

Selanjutnya, pengembangan lain dari model akan memperlihatkan fakta pada kehidupan 

nyata bahwa penyakit meningitis merupakan penyakit menular yang membahayakan dapat 

mengakibatkan terjadinya disabilitas terhadap individu yang telah mendapatkan pengobatan[10]. 

Berdasarkan hal tersebut, dilakukan juga penambahan kompartemen berupa individu yang 

terjangkit tanpa adanya gejala (Infected without Symptoms), pengalihan kompartemen individu 

yang telah tervaksin (Vaccinated) menjadi parameter perlakuan vaksinasi dan pengobatan pada 

model yang akan dikembangkan. 

Pada artikel ini akan dikembangkan menjadi enam kompartemen, yaitu susceptible (S), 

carrier (C), infected without symptoms     , infected with symptoms (  ), recovery without 

disability (  ), recovery with disability (  ) dengan menambahkan perlakuan vaksinasi dan 

pengobatan. Selanjutnya, analisis model dimulai dari analisis titik ekuilibrium endemik dan non 

endemik, penentuan bilangan reproduksi dasar (  ), analisis sensitivitas parameter, dan analisis 

bifurkasi. 

2. Model Matematika 

Laju Penyebaran penyakit meningitis biasanya terdiri dari kompartemen susceptible (s), 

carrier (c), infected (i), dan recovery (r). Pada artikel ini, model penyakit meningitis 

dikembangkan  sehingga memiliki enam kompartemen, yaitu susceptible (S), carrier (C), infected 

without symptoms     , infected with symptoms (  ), recovery without disability (  ), recovery 

with disability (  ). Diasumsikan bahwa setiap individu yang lahir sehat dan rentan terhadap 
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penyakit meningitis dengan laju   ke dalam kompartemen  . Populasi   yang mendapatkan 

perlakuan vaksinasi mendapatkan kekebalan sementara dengan laju     ke dalam kompartemen   

dan yang gagal mendapatkan kekebalan dengan laju         ke dalam kompartemen 

    Diasumsikan   hanya membawa virus tanpa terinfeksi karena memiliki kekebalan sementara 

sehingga dapat berpindah ke kompartemen (  ) dengan laju perpindahan   dan populasi yang 

tidak memiliki kekebalan tubuh akan terinfeksi dengan menunjukkan gelajanya dengan laju   ke 

dalam kompartemen   . Individu yang terkena infeksi namun belum menunjukkan gejala akan 

menyebar dalam masa inkubasi virus selama beberapa hari dan kemudian menunjukkan gelaja 

sehingga berpindah ke kompartemen    dengan laju  . 

Selanjutnya, individu    yang telah terinfeksi akan diberikan perlakuan berupa pengobatan 

dengan waktu dan penanganan yang tepat akan berpindah ke dalam kompartemen    dengan laju 

     Namun individu yang mendapatkan penanganan yang terlambat sehingga dapat 

menyebabkan disabilitas akan berpindah ke kompartemen    dengan laju        . Kelompok 

populasi yang telah sembuh (   dan   ) yang memiliki side effect disabilitas ataupun tidak 

memiliki laju perpindahan yang sama menuju kompartemen   dan tetap rentan terkena infeksi 

sehingga kedua kelompok populasi tersebut masuk ke dalam kompartemen   dengan laju yang 

sama, yaitu   . Serta diasumsikan pula terjadi kematian alami di setiap kelompok individu dengan 

laju    Model matematika penyebaran penyakit meningitis diberikan oleh persamaan (2.1). 

  

  
              

  
 

     

  

  
     

  
 

            

   
  

          
  
 

          

   
  

                 

   

  
                      

   

  
                        

(2.1) 

total populasi                   dengan 
  

  
 
  

  
 
   

  
 
   

  
 
   

  
     

   

  
 berturut-turut 

merupakan laju perubahan populasi rentan, pembawa virus/bakteri, terinfeksi tanpa gejala, 

terinfeksi dengan gejala, sembuh tanpa disabilitas, sembuh disertai disabilitas terhadap waktu. 

Nilai parameter dalam persamaan (2.1) diasumsikan bernilai positif. Secara skematis proses 

penyebaran penyakit meningitis dapat dilihat pada Gambar 2.1 serta keterangan pada Tabel 2.1 

sebagai berikut. 

Tabel 2.1 Keterangan Variabel dan Parameter Sistem Persamaan (2.1). 

Simbol Deskripsi Nilai Satuan Referensi 

     Total populasi pada waktu   - Orang - 

     
Kelompok individu yang rentan 

terkena penyakit meningitis pada 

waktu   
- Orang - 

     
Kelompok individu pembawa bakteri 

atau virus meningitis pada waktu   
- Orang - 

      
Kelompok individu terinfeksi tanpa 

gejala pada waktu   
- Orang - 

      
Kelompok individu terinfeksi dengan 

gejala pada waktu   
- Orang - 

      
Kelompok individu yang sembuh 

sementara setelah mendapatkan 

pengobatan pada waktu   
- Orang - 

      
Kelompok individu yang sembuh 

setelah mendapatkan pengobatan tetapi 

mengalami disabilitas pada waktu   
- Orang - 

  
Laju pertambahan individu rentan 

melalui proses kelahiran 
100-10000 Orang/tahun [4] 

  Laju kematian alami 0.002 1/tahun Asumsi 
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Gambar 2.1. Skema Penyebaran Penyakit Meningitis 

3.  Hasil dan Pembahasan  

3.1 Titik Ekuilibrium Sistem 

Pada bagian ini, akan dilakukan analisis dengan menentukan titik ekuilibrium endemik 

dan non endemik pada sistem persamaan (2.1). Keadaan titik tetap ekuilibrium model 

dipenuhi ketika 
  

  
 

  

  
 

   

  
 

   

  
 

   

  
 

   

  
  . Titik ekuilibrium non endemik adalah 

suatu keadaan dimana semua kompartemen yang berhubungan dengan penyakit bernilai nol 

atau pada saat itu tidak terjadi penyebaran penyakit di suatu poulasi, diperoleh titik 

ekuilibrium non endemik, yaitu                      (
 

 
          )  

Titik ekuilibrium endemik adalah suatu keadaan terjadi penyebaran penyakit pada suatu 

popuasi dan terjadi pada saat                  . Dari sistem persamaan (2.1) 

diperoleh titik ekuilibrium endemik, yaitu 

    
       

    
    

    
   

(
      

    
  

   
   

 
       

 

        
 
           

 

   
   

  
         

 

     
 
         

     
 

   
). 

3.2  Penentuan Bilangan Reproduksi Dasar  

Bilangan reproduksi dasar yang dinotasikan dengan    merupakan nilai harapan 

banyaknya populasi rentan yang menjadi terinfeksi selama masa infeksi berlangsung. 

Penentuan bilangan    dilakukan dengan menggunakan pendekatan matriks The Next 

Generation berdasarkan subpopulasi terinfeksi pada persamaan (2.1), yaitu: 
  

  
     

  
 

            

  
Laju perpindahan kelompok individu   

ke    
0.2-0.88 1/tahun [4] 

  
Laju perpindahan kelompok individu   

ke    
0.3 1/tahun [8] 

  
Laju perpindahan kelompok individu 

          ke   
0.5 1/tahun [8] 

  
Laju perpindahan kelompok individu   

ke    
0.1-0.52 1/tahun [4] 

  
Laju perpindahan kelompok individu 

   ke    
0.2 1/tahun [8] 

  
Laju perpindahan kelompok individu 

    ke    
0.15 1/tahun [8] 

  
Laju perpindahan kelompok individu 

    ke    
0.1-0.9 1/tahun [4] 

   Proporsi perlakuan vaksinasi 0-1 - [4] 

   Proporsi perlakuan pengobatan 0-1 - [4] 
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Misalkan       adalah laju penambahan infeksi baru pada kompartemen   dan       
adalah laju perpindahan individu pada kompartemen  , sehingga diperoleh       dan       
sebagai berikut: 

      [
  
  

  

]  [

    
  

 

         
  

 

 

]  (3.1) 

      [
  
  

  

]  [

         
       

              

] (3.2) 

Dengan demikian, matriks jacobi dari persamaan (3.1) dan  (3.2) diperoleh: 
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 (3.3) 
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] (3.4) 

Oleh karena itu, bilangan reproduksi dasar (    diperoleh: 

   
                           

                                            
 

(3.5) 

 

3.3 Analisis Sensitivitas 
 

Analisis sensitivitas dilakukan untuk menunjukkan pengaruh parameter-parameter 

terhadap bilangan reproduksi dasar.  

Definisi 3.1 Normalisasi indeks sensitivitas diperoleh dengan normalisasi dari variabel 

  yang terdiferensial oleh parameter  , yang didefinisikan sebagai berikut; 

  
  

  

  
 

 

 
 (3.6) 

di mana   adalah variabel yang akan dianalisis dengan   [2]. 

 Selanjutnya, berdasarkan model penyebaran penyakit meningitis, variabel yang akan 

diukur adalah bilangan    terhadap parameter yang mempengaruhi. Adapun hasil analisis 

sensitivitas sebagai berikut: 

  
   

   

  
 

 

  

   

  
   

   

  
 

 

  

   

   

   
   

   
 

  
  

  
            

                       
 

  
   

   

   
 

 

  

  
                    

                                               
 

(3.7) 

dan untuk parameter lainnya dilakukan dengan cara yang sama. Selanjutnya indeks 

parameter yang diperoleh dengan mensubtitusi nilai parameter pada Tabel 2.1 akan disajikan 

pada Tabel 3.1. 
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Tabel 3.1. Ekspresi Sensititas Parameter terhadap    

Parameter     Nilai            Nilai            Indeks 

                            Positif 

                             Positif 

                              Negatif 

                            Negatif 

                            Positif 

                            Negatif 

                            Positif 

                            Negatif 

 

3.4 Analisis Bifurkasi 
 

Bifurkasi adalah suatu perubahan kestabilan sistem akibat adanya perubahan parameter. 

Pada bagian ini, akan dilakukan analisis bifurkasi pada parameter  . Persamaan bifurkasi 

ditentukan oleh  
   

  
    

             
    dengan mensubtitusi   

  dan    . 

Maka, diperoleh persamaan bifurkasi untuk parameter   sebagai berikut: 

         
      

      (3.8) 

dengan, 

                                                         
                                          

                            

      

Selanjutnya, parameter    dianggap sebagai peubah atau variabel dari persamaan 

bifurkasi sehingga ketika     , diperoleh 

   
                                             

                          
 

(3.9) 

 

dengan bantuan software Maple, diperoleh diagram bifurkasi sebagai berikut: 

Gambar 3.1 Diagram Bifurkasi 

 

Berdasarkan diagram yang diperoleh dapat diketahui bahwa pada saat   
    maka 

populasi   
  tidak ada atau tidak terjadi penyebaran penyakit meningitis, sedangkan pada saat 

  
    terjadi penyebaran penyakit meningitis. Berdasarkan analisis bifurkasi yang 

dihasilkan, yaitu bifurkasi maju. Bifurkasi maju terjadi ketika daerah      tidak adanya 

penyebaran suatu penyakit yang terjadi. Sedangkan      terdapat kestabilan terhadap titik 

ekuilibrium endemik sehingga menyebabkan terjadinya penyebaran suatu penyakit [7]. 

Simulasi dilakukan berdasarkan parameter   terhadap nilai   . Pada saat      nilai 

           , sehingga untuk mengidentifikasi nilai      dapat dilakukan dengan 

mengambil nilai     , sebaliknya untuk nilai      dapat dilakukan dengan mengambil 

nilai     , sehingga hasil interpretasi parameter   pada diagram bifurkasi, dapat dilihat 

pada tabel berikut. 
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Tabel 3.2. Interpretasi Parameter   terhadap Stabilitas Titik Ekuilibrium 

Nilai   Nilai    T.E. Non Endemik T.E. Endemik 

                 Stabil Asimtotik Tidak Stabil 

                 Stabil Asimtotik Tidak Stabil 

                 Stabil Asimtotik Tidak Stabil 

                 Tidak Stabil Stabil Asimtotik 

                Tidak Stabil Stabil Asimtotik 

                Tidak Stabil Stabil Asimtotik 

                Tidak Stabil Stabil Asimtotik 

 

 

3.5 Simulasi Model 
 

Simulasi model penyebaran penyakit meningitis untuk masing-masing populasi 

dilakukan dengan interpretasi parameter yang berpengaruh pada model tersebut. Dengan 

nilai awal                                                 . Pada 

Gambar 3.2 diberikan simulasi model dengan nilai parameter                    
                                                          dengan 

nilai parameter perlakuan vaksinasi dan pengobatan relatif rendah. Berdasarkan parameter 

tersebut diperoleh kestabilan pada titik ekuilibrium endemik yang artinya terjadinya 

penyebaran penyakit meningitis dalam suatu populasi. 

 

Gambar 3.2 Grafik Subpopulasi Terinfeksi dengan Kestabilan Titik Ekuilibrium 

Endemik 

 

Selanjutnya, simulasi dengan menaikkan nilai interpretasi parameter vaksinasi dan 

pengobatan. Dengan parameter                                       
                                    . Diperoleh kestabilan titik ekuilibrium 

non endemik. 

Gambar 3.3 Grafik Subpopulasi Terinfeksi dengan Kestabilan Titik Ekuilibrium Non 

Endemik 

 

Selanjutnya, simulasi dengan menaikkan nilai interpretasi parameter vaksinasi dan 

pengobatan. Dengan parameter                                        
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                                    . Diperoleh kestabilan titik ekuilibrium 

non endemik. 

 

 

Gambar 3.4 Grafik Subpopulasi Terinfeksi dengan Kestabilan Titik Ekuilibrium Non 

Endemik 

 

Gambar 3.2 menunjukkan bahwa rendahnya perlakuan vaksinasi dan pengobatan pada 

model penyebaran penyakit meningitis ini, populasi terinfeksi dengan gejala  dan tanpa 

gejala sangat tinggi dan menyebabkan stabilnya titik ekuilibrium endemik sehingga 

penyebaran penyakit terus terjadi. Sedangkan, pada Gambar 3.3 ditingkatkannya perlakuan 

vaksinasi, populasi terinfeksi dengan gejala dan tanpa gejala semakin menurun jumlahnya 

sehingga diperoleh stabilitas pada titik ekuilibrium non endemik, maka penyebaran penyakit 

dapat dikendalikan. Selanjutnya pada Gambar 3.4 menunjukkan bahwa dengan 

meningkatkan lagi perlakuan vaksinasi dan pengobatan populasi terinfeksi semakin 

berkurang, dan populasi carrier terus bertambah akibat efektifitas vaksinasi yang 

memberikan kekebalan tubuh pada waktu  . Hal tersebut menunjukkan bahwa semakin 

tinggi proporsi serta efek dari perlakuan vaksinasi dan pengobatan maka semakin rendah 

jumlah populasi terinfeksi, penyakit meningitis di suatu populasi dapat dikendalikan 

penyebarannya. 

 

4. Kesimpulan 

Hasil analisis sensitivitas menunjukkan bahwa terdapat hubungan posistif, yaitu laju 

kelahiran, interksi populasi rentan, laju perpindahan populasi   menuju   , dan laju 

perpindahan populasi    menuju populasi    serta hubungan negatif pada parameter 

perlakuan vaksin, interaksi pengobatan, laju kematian, serta laju populasi   menuju populasi 

  , yang artinya laju penyebaran akan meningkat dengan banyaknya jumlah orang yang 

berinteraksi dengan populasi terinfeksi dan dapat diturunkan laju penyebaran dengan 

memberikan perlakuan vaksinasi dan interaksi pengobatan terhadap populasi terinfeksi. 

Pada analisis bifurkasi yang dilakukan dapat disimpulkan bahwa  terdapat perubahan 

kestabilan terhadap titik ekuilibrium endemik dan non endemik akibat perubahan nilai 

parameter  , jika nilai      maka diperoleh titik ekuilibrium non endemik stabil 

asimtotik, sedangkan jika nilai      maka diperoleh titik ekuilibrium endemik stabil 

asimtotik. Selanjutnya, simulasi yang dilakuakan dengan pengaruh perlakuan vaksinasi dan 

pengobatan diperoleh dua titik ekuilibrium, yaitu endemik dan non endemik. Hasil simulasi 

menunjukkan bahwa ketika perlakuan vaksinasi dan pengobatan yang diberikan rendah, 

maka kondisi endemik dapat terjadi. Sedangkan dengan menaikkan nilai efektivitas 

vaksinasi 80% dan pengobatan 85% maka kondisi berubah menjadi non endemik. Hal ini 

berarti bahwa dengan memberikan perlakuan vaksinasi dan pengobatan dapat berpengaruh 

terhadap pengendalian penyebaran penyakit meningitis dengan berkurangnya populasi yang 

terinfeksi. 
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