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Abstract
This study discusses the spread of the Covid-19 disease by including new variant variables. The
model used by SIVRS assumes there are deaths caused by Covid-19 and the new variant Covid-
19. In addition, individuals who have been infected with the new variant of Covid-19 can
recover. Based on the model, disease-free equilibrium points and endemic equilibrium points are
obtained. The analysis was carried out around the disease-free equilibrium point and the result
was that the global asymptotically stable disease-free equilibrium point with the condition

R, <1. Furthermore, a simulation was carried out with the Maple 18.
Keywords: Covid-19, SIVRS, Liapunov.

Abstrak
Penelitian ini membahas mengenai penyebaran penyakit Covid-19 dengan menyertakan variabel
varian baru. Model yang digunakan SIVRS dengan asumsi terdapat kematian yang disebabkan
oleh Covid-19 dan Covid-19 varian baru. Selain itu, individu yang telah terinfeksi Covid-19
varian baru dapat sembuh. Berdasarkan model, diperoleh titik ekuilibrium bebas penyakit dan
titik ekuilibrium endemik. Analisa dilakukan disekitar titik ekuilibrium bebas penyakit diperoleh

hasil bahwa titik ekuilibrium bebas penyakit stabil asimtotik global dengan syarat RO <1.
Selanjutnya dilakukan simulasi dengan program Maple 18.

Kata kunci: Covid-19, SIVRS, Liapunov.

1. PENDAHULUAN

Sindrom Pernapasan Akut Parah yang dikenal dengan penyakit SARS merupakan penyakit
yang menyerang sistem pernafasan dan berasal dari virus SARS-CoV. Pada akhir Februari 2003,
virus ini pertama diidentifikasi di China [8]. Menurut WHO, virus SARS ini mempunyai ciri khas
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penularan melalui udara dan dapat menyebar melalui air liur dengan cara yang mirip influenza.
Selain itu, SARS juga dapat menyebar melalui permukaan yang disentuh oleh penderita virus
tersebut.

Pada perkembangannya, virus SARS-CoV mengalami mutasi genetik dan mengakibatkan
munculnya strain baru yaitu SARS-CoV-2. Virus SARS-CoV-2 memunculkan penyakit baru yang
diberi nama Covid-19. Kasus pertama Covid-19 muncul pada Desember 2019 di kota Wuhan Cina.
Virus ini merupakan salah satu virus yang sangat berbahaya karena penularan dan perubahan
genetik yang cepat mengakibatkan wabah pandemi yang diumumkan oleh WHO pada tanggal 11
Maret 2020. Menurut Cooper I., dkk [3] karena tidak tersedia obat atau vaksin, penyakit ini
berkembang pesat di negara-negara di dunia. Strategi yang digunakan adalah menjaga jarak,
memakai masker dan karantina mandiri. Akan tetapi pandemi tidak terelakkan. Gejala yang timbul
jika seseorang mengalami penyakit ini adalah batuk kering, flu, demam. Penularan mirip dengan
strain virus sebelumnya yaitu melalui droplet, pilek dan air liur. Dalam kurun waktu 2020 sampai
dengan 2022, virus Covid-19 mengalami banyak mutasi genetik yang mengakibatkan adanya virus
Covid-19 varian baru contohnya varian Delta dan varian Omicron. Fisman D. N. & Tuite A. R [5]
dalam penelitiannya menjelaskan bahwa virus varian baru lebih menular dan berbahaya
dibandingkan varian strain yang konvensional. Selain itu, vaksin SARS-CoV-2 mengalami
penurunan efek pada varian Omicron [4].

Oleh karena itu, perlu dilakukan analisa mengenai munculnya strain virus baru pada virus
Covid-19 dengan menambah kelas populasi pada model. Salah satu model penyebaran penyakit
Covid-19 di Indonesia diusulkan oleh Annas S, dkk[1] yang membahas mengenai analisa model
SEIR penyebaran Covid-19 dengan menyertakan parameter vaksinasi pada populasi individu
rentan. Pada simulasi penelitian tersebut menghasilkan kesimpulan bahwa vaksinasi dapat
mempercepat penyembuhan COVID-19 dan isolasi mandiri dapat memperlambat penyebaran
COVID-19 di Indonesia. Selain itu, Yang C. & Wang J. [11] dalam penelitainnya menghasilkan
model SEIRV dengan V merupakan variabel yang menyatakan konsentrasi virus corona di reservoir
lingkungan di Wuhan China. Otunuga O. M. [7] membahas mengenai model stokastik SIS pada
penyakit Covid-19 dengan distribusi peluang jumlah kasus COVID-19 di Amerika Serikat untuk
periode 22 Januari 2020 sampai dengan 23 Maret 2021. Berdasarka penelitian-penelitian tersebut,
belum terdapat penelitian yang membahas mengenai variabel kelas populasi varian baru dari Covid-
19. Terdapat penelitain dari Xu D., dkk [10] yang membahas mengenai analisis kestabilan global
dengan variasi virus akan tetapi belum menyertakan penyakit secara pasti. Model yang digunakan
adalah SIVRS akan tetapi diasumsikan tidak ada kematian karena penyakit.

Oleh karena itu dalam penelitian ini membahas mengenai model SIVRS pada penyebaran
penyakit Covid-19 dengan model SIVRS yang mendefinisikan populasi individu dengan penyakit
Covid-19 varian baru dengan variabel V dan mengasumsikan terdapat kematian karena penyakit
Covid-19 dan kematian karena Covid-19 varian baru. Selain itu, individu yang telah terinfeksi
varian Covid-19 yang baru dapat sembuh.

2. Formulasi Model
Model SIVRS membagi populasi dengan 4 kelas seperti pada tabel berikut ini:

Tabel 2.1. Kelas populasi pada model SIVRS

S(t) Populasi individu rentan Covid-19 pada saat t
I(t) Populasi individu terinveksi Covid-19 pada saat t
\Vi (t) Populasi individu terinveksi Covid-9 varian baru pada
saat t

R(t) Populasi individu sembuh dari Covid-19




Selanjutnya didefinisikan parameter-parameter yang mempengaruhi perubahan pada populasi.
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Tabel 2.2. Parameter dalam model SIVRS

o
u
a

S A ™I

Laju kelahiran

Laju kematian alami

Laju kontak antara individu terinfeksi Covid-19 dengan
individu rentan

Laju kontak antara individu terinfeksi Covid-19 dengan
individu terinfeksi Covid-19 varian baru

Laju kematian karena Covid-19

Laju kesembuhan individu yang terinfeksi Covid-19

Laju kematian karena Covid-19 varian baru

Laju kesembuhan individu yang terinfeksi Covid-19 varian
baru

Laju individu yang telah sembuh menjadi individu yang
rentan
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Nilai-nilai parameter pada Tabel 2.2 seluruhnya bernilai positif. Asumsi-asumsi yang digunakan
pada model SIVRS ini adalah sebagai berikut:

Bayi yang lahir masuk ke kelas S sebagai individu yang rentan Covid-19
Penularan Covid-19 hanya bisa terjadi antara individu rentan dan individu yang terinfeksi

a.
b.

C.

d.

Covid-19

Penularan Covid-19 varian baru hanya bisa terjadi antara individu yang terinfeksi Covid-19
dan individu yang terinfeksi Covid-19 varian baru
Setelah individu sembuh dari infeksi Covid-19 maupun Covid-19 varian baru, individu
akan memperoleh kekebalan sementara dan kemudian kembali rentan.
Dari asumsi-asumsi tersebut, diperoleh diagram transfer sebagai berikut:

Gambar 2.1. Diagram transfer model SIVRS
Selanjutnya, berdasarkan Diagram transfer pada Gambar 2.1, diperoleh model matematika untuk
penyebaran Covid-19 sebagai berikut:
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(:j—?:§+¢R—,uS—aIS (1a)
%:aIS—,uI—/HV—pI—ﬂI (1b)
O('j_\t/=,uv_yv_KV—9v (1c)
‘;_T:av_ﬂmm—w (1d)

dengan total populasi N=S+1+4+V +R dengan S,1,V,R>0 dan 6,a,8,0,u,p,x, 1, ¢ >0
sehingga diperoleh himpunan invarian positif

Q={(S,I,V,R)eDi:OSS+I+V+RS£}.
U

3. Titik Ekuilibrium

Berdasarkan Sistem (1) diperoleh titik ekuilibrium yang dijelaskan pada Lemma berikut ini.

Lemma 3.1
(). Jika 1=0 maka Sistem (1) mempunyai titik ekuilibrium bebas penyakit

EO=(SO,IO,VO,RO)=(%,O,O,OJ.

(i). Jika | #0 maka Sistem (1) mempunyai titik ekuilibrium endemik E, =(S;,1,,V,,R))
dengan
g _MHtpth
=
a
| _S(urdatu(utd)(utptp)

' #pa—a(u+¢)(u+p+pB)
V, =0
B

= I,

Mt
dan E, =(S,.1,,V,,R, ) dengan

S - Poul, + ppl, + 9pOp1, _5ﬂ“|2(ﬂ+¢)_ﬂ|22¢:3

’ g0cl — Al (u+@)(u+al)
| :u+K+9
2 )
v, - ZOutd)=¢pl, +(utg)(utaly)s,
2 ¢0
R :(,u+aI2)SZ+5.
¢

Bukti
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(i). Sistem (1) mencapai titik ekuilibrium jika d—Szd—I:d—Vzd—R:O. Oleh karena itu
dt dt dt dt

Sistem (1) dapat dinyatakan sebagai:

O0+¢PR—uS—alS =0 (2a)
alS—ul —AIV —pl —B1 =0 (2b)
AN =N —xV -6N =0 (2c)
N —uR+ pl —¢gR=0. (2d)
Jika I = 0, Persamaan (2c) dapat dinyatakan dengan
V(u+x+6)=0,
karena ( U+ K+ 9) > 0 artinya V = 0. Selanjutnya Persamaan (2d) dapat dinyatakan dengan
-R (,u + ¢) =0,
karena( U+ ¢) >0 artinya R = 0. Lebih lanjut, Persamaan (2a) dapat dinyatakan dengan
o—uS=0
5=
y7;

sehingga diperoleh E, = (S, 1,,V,, Ry ) = (2,0, 0, Oj :
u

(ii).Jika | # O Persamaan (2c) dapat dinyatakan sebagai
V(M —,u—/(—&):O,

sehingga diperolenV =0 atau | = LM

(@). Jika | # 0 dan V = 0 Persamaan (2b) dapat dinyatakan sebagai
alS—ul -4V -pl -1 =0

l(aS—u—-p-p)=0.
Karena | # Oberakibat S — 21— p— 2 =0, sehingga diperoleh

g _Htptp
a
Selanjutnya Persamaan (2d) dapat dinyatakan sebagai
—uR+ [l —¢R =0
R= p l.
u+¢
Lebih lanjut, jika V =0, S :w dan R :%I disubstitusi ke Persamaan (2a),
a M+

~S(put+g)a+u(pu+e)(u+p+p)
¢pa—a(u+¢)(p+p+p)
endemik yang pertama yaitu E, =(S,,1,,V;,R,) dengan

diperoleh | = Jadi, diperoleh titik ekuilibrium
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g _Mtpth
=
a

_—S(u+p)a+u(pu+g)(u+p+p)

|
' #Ba—a(u+¢)(u+p+pB)

V, =0
p
= l,.
R=2gh
(b). Jika I = LM Persamaan (2a) dapat dinyatakan sebagai
PR—(u+al)S=-6 3)
dan Persamaan (2d) dapat dinyatakan sebagai
—(,u+¢)R+ﬂ|=—€\/. (4)

Selanjutnya eliminasi Persamaan (3) dan Persamaan (4) diperoleh
—(u+¢)(u+al)S+gN =—5(u+¢)—-¢pl, (5)
kemudian eliminasi Persamaan (2b) dan Persamaan (4) diperoleh
S d0ul + p6ol + L1 — A1 (,u+¢)—/1l¢ﬂl
- #0al — A (u+¢)(u+al)
Persamaan (5) dapat dinyatakan sebagai

y :—5(,u+¢)—¢ﬂl +(,u+¢5)(,u+al)S’

40

dan Persamaan (3)menjadi
(,u +al )S +0

¢
Jadi, diperoleh titik ekilibrium yang kedua yaiu E, = (SZ, 1,,V,, RZ) dengan

_ POul, + gbpl, + pop1, _5A|2(ﬂ+¢)_l|22¢ﬂ

> gool — Al (u+¢)(u+al)
| :y+x+0
2 A
v, - Ot d)=gpl, +(utg)(utaly)s,
2 ¢0
R, = (u+al,)s, +5.
¢

4. Eksistensi Titik Ekuilibrium Endemik
Pada bagian akan dijelaskan mengenai eksistensi titik ekuilibrium endemik pertama.
Didefinisikan bilangan reproduksi dasar (basic reproduction number) sebagai berikut:
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aod
p(u+p+p)

Lemma 4.1 Jika R, >1 maka E, eksis.
Bukti. Diketahui E, =(S,,1,,V,, R, ) dengan

g _Mtptp
=
[94

| _Outd)atu(utd)(utp+p)
Y Pa—a(ure)(utp+p)

V, =0
B

tout g

1,.

Akan dibuktikan 1, > 0.

(i). Akan dibuktikan =& (2 +@)a + p(u+¢)(u+p+p£)<0.
—5a(u+¢)+ﬂ(u+¢)(u+p+ﬁ)=(1—ﬁj(u(u+¢)(u+p+m)

=(1-Ro)(u(u+¢)(+p+ ).
karena R, >1 maka —6(u+¢)a+u(pu+¢)(u+p+p)<0.
(ii). Akan dibuktikan ¢ —a (u+@)(u+p+ ) <0 .
#pa—a(p+¢)(u+p+pB)=gPo—(ou+ap)(u+p+p)
= ¢fo — o’ u — aup — aufl — agu — agp — agp

= —ayt’ u — app — oy} — agu — agp. (6)
Persamaan (6) jelas bernilai negatif untuk setiap 8, a, 5,0, u, p, k, A, ¢ > 0.
Jadi, I, >20. Karena |, 20,5, >0,V, =0,R, = 0maka E, eksis.

5. KESTABILAN TITIK EKUILIBRIUM BEBAS PENYAKIT
Pada paper ini akan dibahas mengenai kestabilan global titik ekuilibrium bebas penyakit.
Lemma 5.1. Jika R, <1 maka E, stabil asimtotik lokal.

Bukti. Matriks Jacobian disekitar titik ekuilibrium E,adalah:

—-ao

—H B 0 ¢
Jeg, = 0 %—,u—p—ﬂ 0 0 )
0 0 -u—x—-0 0
L 0 B 0 v

Persamaan karakteristik dari Persamaan (7) yaitu ‘JED —hl ‘ =0 dengan h nilai eigen adalah
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—u—h —ad 0 p
U
0 —(——+y+p+ﬂ]—h 0 0 =0
0 0 —(pu+x+0)-h 0
0 yij % —(u+¢)-h
—(——+y+p+,8j—h 0 0
—u—h 0 —(,u+lc+l9)—h 0 =0
B 0 ~(u+¢)=h
- —— -h 0
(~u=h)(~(u+9) =) (5pesoes) -0
0 —(pu+x+60)-h

(—,u—h)(—(,u+¢)—h) —[—%5+,u+p+ﬂj—hj(—(,u+1(+6’)—h)=O. 8)

Berdasarkan (8) diperoleh nilai eigen sebagai berikut:
h=-uh, =—(u+¢)h=—(u+x+0),
dan

()
== =(ux o+ )

=(R, —1)(u+p+pB).
Karena diketahui R, <1 maka h, bernilai negatif. Oleh karena itu, terbukti E, stabil asimtotik

lokal.

Lebih lanjut, untuk meninjau kestabilan global akan digunakan fungsi Liapunov melalui
Lemma berikut ini.
Lemma5.2 Jika R, <1 maka E, stabil asimtotik global.

Bukti. Didefinisikan fungsi L dengan
L:0% -0,
04 ={(S,I,V,R)T 0<S+1 +V+Rsé} dan
Y7,
L(S,1,V,R)" =1. ©)

Akan ditunjukkan bahwa fungsu L pada Persamaan (9) merupakan fungsi Liapunov. Menurut
Luenberger D. G [6] dalam definisinya menyatakan bahwa syarat fungsi L dapat disebut fungsi
Liapunov jika memenuhi:
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(i). Fungsi L kontinu dan mempunyai turunan parsial yang kontinu pada [J ‘_t
(ii). Titik ekuilibrium E, merupakan satu-satunya titik minimum di L pada [J i Hal tersebut
dapat diartikan bahwa fungsi L definit positif. Fungsi L definit positif karena S,1,V,R >0.
(iii). Fungsi L memenuhi L(S,I,V,R)T <0 untuk setiap (S,1,V, R)T el
Akan ditunjukkan L memenuhi L(S,1,V,R)" <0 untuk setiap (S,1,V,R)" e]*.

Jika kedua ruas dari Persamaan (9) diturunkan terhadap t diperoleh
_oL ds 6L di oLdv oJLdR

__+__
TS dt al dt oV dt 4R dt
:0+1(d—lj+0+0
dt
=alS —ul =4IV - pl - gl (10)
karena A >0, 1 >0 dan V >0 maka Persamaan (10) menjadi
L=alS—ul —AIV - pl = Bl <alS — ul - pl — Bl
=(aS—-u-p-p)I. (11)
Karena domain fungsi yaitu Q:{(S,I,V,R)T eDi:OSS+I+V+R§£}, maka

Y7
Pertidaksamaan (11) dapat dinyatakan sebagai

Lﬁ(a(%j—,u—p—ﬂjl
(e

=(Ry(u+p+B)~(u+p+p))l
(#+P+ﬂ)( “)1.

I/\

untuk setiap (S, 1.V, R) 0% dan (S,1,V,R) bukan titik ekuilibrium yaitu

(S,I,V,R)i(%,0,0,0J. +

Berdasarkan (i)-(iii), terbukti L merupakan fungsi Liapunov. Selanjutnya untuk meninjau
kestabilan global, Brock W. A & Malliaris A. G [2] dalam teoremanya menyebutkan bahwa syarat

titik ekuilibrium E, asimtotik global adalah:
a. Jika (S,1,V,R) —> o, maka L(S,I,V,R)—> .
b. Nilai L(E,)=0. Akan ditunjukkan L(E,)=0.

L(S,1,V,R)=alS — ul =1V - pl — Bl dan E, :(E,O,O,OJ diperoleh nilai nilai
u

L(Ey)=alS—ul —AIV - pl - Bl =
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Jadi, titik ekuilibrium E; stabil asimtotik global.

6. SIMULASI NUMERIK

Sistem persamaan diferensial (1) dapat diselesaikan secara numerik dengan menggunakan
MAPLE 18. Berikut ini diberikan nilai-nilai parameter yaitu ¢ =0,54=0,3;4=0,02;
£ =0,5¢=0,01 [10]. Untuk nilai x=0,02;60=0,2 dan o =0,09 diperoleh dari asumsi
dikarenakan pada penelitian Xu D., dkk [10] tidak menggunakan parameter-parameter tersebut.
Selanjutnya nilai awal yang digunakan adalah

dengan mempertimbangkan maksimal total populasi sebesar ° =1,666667.
y7]

Gambar berikut ini merepesentasikan simulasi untuk nilai R, <1 dengan nilai « = 0,08 [10].
Nilai R, yang diperoleh adalah R, = 0,1498127340.

Populasi ) ¢ |

0 10 20 30 40 50
t (mingzu)

|

Gambar 6.1. Simulasi Sistem (1) dengan  =0,08untuk R, <1
Berdasarkan Gambar 6.1 dapat dilihat bahwa perilaku Sistem (1) menuju ekuilibrium E; yaitu
(1,6667;0;0;0) sesaat setelah t =10. Artinya pada saat R, <1 penyakit Covid-19 semakin lama

akan menghilang dari populasi. Akan tetapi jika o =0,7 [9] dan nilai R, =1,310861424
diperoleh gambar sebagai berikut:

Susceptible = = * * * Infacted Vanant = Reco\-eredl
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0814

0 10 20 30 40 50
t (mingzu)

l
Gambar 6.2. Simulasi Sistem (1) dengan « =0,7 untuk R, >1

Svsceptible * * * * * Infacted Vanant Recm?tedl

Berdasarkan Gambar 6.2, populasi kelas | naik karena adanya kontak dengan populasi kelas S.
Akan tetapi populasi kelas | turun sejalan dengan populasi kelas V karena adanya kontak antara
individu yang terinfeksi Covid-19 dengan individu yang terinfeksi Covid-19 varian baru. Populasi
kelas | turun dikarenakan pula individu yang telah terinfeksi Covid-19 telah sembuh kemudian
masuk kelas R . Kemudian individu yang terinfeksi Covid-19 varian baru semakin lama menurun
seiring meningkatnya individu yang sembuh dari Covid-19 varian baru yaitu masuk kelas R.
Populasi kelas S tetap ada karena individu yang telah sembuh kemudian masuk kembali ke kelas
S . Selain itu, kelas | masih ada artinya individu yang terinfeksi Covid-19 masih ada di populasi

ketika R, >1. Artinya Covid-19 akan terus menjadi wabah jika tingkat infeksi masih lebih dari 1.

7. KESIMPULAN

Diberikan model matematika penyebaran penyakit Covid-19 dengan menyertakan populasi
individu yang terinfeksi varian baru Covid-19 seperti pada Sistem (1). Analisa kestabilan global
dilakukan pada titik ekuilibrium bebas penyakit dengan menggunakan fungsi Liapunov. Diperoleh

hasil bahwa titik ekuilibrium bebas penyakit stabil asimtotik global jika dipenuhi syarat R, <1.
Simulasi numerik dilakukan dengan membandingkan solusi Sistem (1) jika diketahui R, <1 dan

R, >1. Diperoleh keimpulan bahwa untuk R, <1 solusi Sistem (1) mendekati ekuilibrium bebas

penyakit. Artinya suatu saat penyebaran penyakit Covid-19 akan hilang jika dipenuhi syarat tingkat
infeksi yang kurang dari 1. Akan tetapi, jika tingkat infeksi lebih dari 1, penyebaran penyakit
Covid-19 masih tetap akan ada dalam populasi.
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