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Abstract 
Let 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺)  and  let 𝑑(𝑢, 𝑣) denote the distance between 𝑢 dan 𝑣. The distance of 𝑢 to a subset 

𝑆 ⊆ 𝑉(𝐺) is denote by 𝑑(𝑢, 𝑆), where 𝑑(𝑢, 𝑆) = 𝑚𝑖𝑛{𝑑(𝑢, 𝑥), 𝑥 ∈ 𝑆}. Furthermore, suppose  ∏ =
{𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑘}  is an ordered partition with 𝑆𝑖 ∈ 𝑉(𝐺) for 𝑖 = 1,2, … , 𝑘, then the representation of 

a vertex 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) with respect to ∏ is the ordered k-tuple dinoted by  𝑟(𝑣|∏) where   𝑟(𝑣|∏) =

(𝑑(𝑣, 𝑆1), 𝑑(𝑣, 𝑆2), … , 𝑑(𝑣, 𝑆𝑘)). The partition ∏ is called a distinguishing partition of 𝐺 if 

𝑟(𝑣|∏) ≠  𝑟(𝑢|∏) for every 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺).   A distinguishing partition of 𝑮 with the smallest 

cardinality is called the minimum distinguishing partition of 𝑮, and its cardinality is called the 

partition dimension of 𝐺. The purpose of this study is to determine the partition dimension of the 

join graph 𝐾1 and 𝐺𝑅𝑛. By applying the concepts of equivalent vertices and vertices of the same 

level, it is shown that the partition dimension of the graph 𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛 is 𝑝𝑑(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛) = 𝑛 + 2, 
where 𝑛 is a natural number. 
 

Keywords:   join of two graph,  equivalent vertices, same level vertices, distinguishing 

partition, partition dimension 

 

 

Abstrak 
Graf 𝐺 merupakan suatu pasangan (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)), dengan 𝑉(𝐺) adalah himpunan berhingga tak 

kosong dari elemen-elemen yang disebut titik (vertex), dan 𝐸(𝐺) adalah himpunan pasangan 

elemen-elemen 𝑉(𝐺) yang disebut sisi.Jika 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) dan 𝑑(𝑢, 𝑣) menyatakan jarak antara 

𝑢, dan 𝑣, maka jarak 𝑢 terhadap sebuah himpunan 𝑆 ⊆ 𝑉(𝐺 dinotasikan 𝑑(𝑢, 𝑆), dengan 𝑑(𝑣, 𝑆) =
min{𝑑(𝑣, 𝑥)|𝑥 ∈ 𝑆}. Selanjutnya, misalkan ∏ = {𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑘} adalah sebuah partisi terurut 

dengan 𝑆𝑖 ∈ 𝑉(𝐺), 𝑖 = 1,2, … , 𝑘, maka representasi sebuah titik 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) terhadap ∏ merupakan 

pasangan terurut-k yang yang dinotasikan 𝑟(𝑣|∏) dengan  𝑟(𝑣|∏) =

(𝑑(𝑣, 𝑆1), 𝑑(𝑣, 𝑆2), … , 𝑑(𝑣, 𝑆𝑘)). Partisi ∏ disebut partisi pembeda dari 𝐺  jika 𝑟(𝑢|∏) ≠ 𝑟(𝑣|∏) 
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untuk setiap 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺). Partisi pembeda 𝐺 dengan kardinalitas terkecil disebut partisi pembeda 

minimum dari 𝐺, dan kardinalitasnya disebut dimensi partisi 𝐺. Tulisan ini bertujuan untuk 

menentukan dimensi partisi hasil jumlah graf lengkap 𝐾1 dan graf gergaji 𝐺𝑅𝑛. Dengan 

menerapkan konsep titik setara dan titik setingkat diperoleh hasil bahwa dimensi partisi dari graf 

𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛 adalah 𝑝𝑑(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛) = 𝑛 + 2, dengan 𝑛 bilangan asli.  

 

Kata kunci:   graf hasil jumlah, titik setara, titik setingkat, partisi pembeda, dimensi 

partisi. 

1.  Pendahuluan 

Graf merupakan pasangan himpunan (𝑉, 𝐸) yang terdiri dari himpunan titik (vertex) 

disimbolkan dengan 𝑉 dan himpunan sisi (edge) yang disimbolkan dengan 𝐸 [9]. Salah satu kajian 

yang terus berkembang pada teori graf adalah dimensi partisi pada suatu graf. Dimensi partisi 

pertama kali diperkenalkan pada tahun 1998 oleh Chartrand dkk., yang mengelempokkan semua 

titik di graf 𝐺 ke dalam suatu kelas partisi dan menetukan repsentasi setiap titik terhadap setiap kelas 

partisi tersebut [3]. Representasi visual dari graf adalah dengan menyatakan objek dinyatakan 

sebagai noktah, bulatan, atau titik, sedangkan hubungan antara objek dinyatakan dengan garis. 

Beberapa penelitian terkait dimensi partisi salah satunya yaitu dimensi partisi [11] dan dimensi 

partisi dari beragam operasi graf diantaranya yaitu [1,4,7,10]. Sejauh ini, penelitian terkait graf 

gergaji baru diteliti pada [8]. Berdasarkan penelusuran literatur yang dilakukan, penelitian mengenai 

dimensi partisi dari graf gergaji belum dilakukan oleh para peneliti sebelumnya. Dalam penelitian 

ini dibahas penentuan dimensi partisi untuk graf jumlah antara graf lengkap 𝐾1 dengan graf gergaji 

𝐺𝑅𝑛. Hasil yang diperoleh pada penelitian ini, ditulis dalam bentuk proposisi, dan di akhir 

pembuktiannya diberikan tanda ∎. 
 

      

 

2. Tinjauan Pustaka 

Secara umum dikenal beberapa definisi, notasi, dan istilah pada graf. Graf 𝐺 yaitu pasangan 

himpunan (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)), dimana 𝑉(𝐺) adalah himpunan berhingga tak kosong yang anggota-

anggotanya disebut titik, dan 𝐸(𝐺) adalah sebuah himpunan (mungkin kosong) dari pasangan 

pasangan titik yang disebut sisi. Graf yang hanya terdiri dari titik-titik tanpa adanya sisi disebut graf 

trivial. Graf 𝐺 = (𝑉, 𝐸), jika 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 dengan 𝑢 ≠ 𝑣 dan 𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 makanya graf 𝐺 merupakan graf 

sederhana (simple graph). Barisan titik dan sisi 𝑣1, 𝑒1, 𝑣2, 𝑒2, … 𝑣𝑛−1, 𝑒𝑛−1, 𝑣𝑛 dengan 𝑒𝑖 =
𝑣𝑖𝑣𝑖+1, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 − 1 disebut lintasan pada graf. Graf yang hanya memiliki sebuah lintasan 

disebut graf lintasan yang dinotasikan 𝑃𝑛 untuk orde 𝑛.  

Ada beberapa jenis operasi yang dikenal dalam teori graf. Operasi pada graf adalah salah satu 

cara untuk mendapatkan graf baru dengan mengkonstruksi graf 𝐺 dan graf 𝐻. Operasi graf yang 

dilakukan pada penelitian ini adalah operasi jumlah antara dua graf yaitu graf lengkap dan graf 

gergaji. Graf gergaji merupakan graf yang dikonstruksi melalui graf lintasan berorde genap dan graf 

trivial. Misalkan 𝑃2(𝑛+1) graf lintasan berorde 2(𝑛 + 1) dan (𝑛 + 1)𝐾1 adalah graf 𝐾1 adalah graf 

gabungan 𝐾1 sebanyak 𝑛 + 1 dengan 𝑉(𝑃2(𝑛+1)) = {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, … , 𝑢2𝑛+1, 𝑢2𝑛+2} dan 𝑉((𝑛 +

1)𝐾1) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛+1}. Graf gergaji dinotasikan dengan 𝐺𝑅𝑛 adalah graf yang berorde 3𝑛 +

3 dan berukuran 4𝑛 + 3 dengan himpunan titik V(P2(n+1)) ∪ V((n + 1)K1) dan himpunan sisi 

𝐸(𝑃2(𝑛+1)) ∪ {𝑢2𝑖−1𝑣𝑖, 𝑢2𝑖𝑣𝑖 ; 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 + 1}. Misalkan 𝐺 adalah graf dengan himpunan titik 

𝑉(𝐺) dan himpunan sisi 𝐸(𝐺), dan 𝐻 adalah graf dengan himpunan titik 𝑉(𝐻) dan himpunan sisi 

𝐸(𝐻). Graf tambah antara 𝐺 dan 𝐻, ditulis 𝐺 + 𝐻, adalah graf dengan himpunan titik 𝑉(𝐺 + 𝐻)  =
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 𝑉(𝐺)  ∪  𝑉(𝐻) dan himpunan sisi 𝐸(𝐺 + 𝐻) =  𝐸(𝐺) ∪  𝐸(𝐻) ∪ 𝐴, dengan 𝐴 = {𝑢𝑣: 𝑢 ∈
 𝑉(𝐺), 𝑣 ∈ 𝑉(𝐻)} [6].  

Misalkan diberikan graf 𝐾1 dan graf 𝐺𝑅𝑛 dengan  𝑉(𝐾1) = {𝑢} dan 𝑉(𝐺𝑅𝑛) = {𝑣𝑖, 𝑣𝑖,𝑗 | 1 ≤

𝑖 ≤ 𝑛 + 1;  𝑗 = 1,2}. Graf jumlah 𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛 dengan himpunan titik 𝑉(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛) =

{𝑢, 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖,𝑗 | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1, 𝑗 = 1,2} dan himpunan sisi 𝐸(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛) = {𝑣𝑖𝑣𝑖,𝑗, 𝑢𝑣𝑖,𝑗 | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 +

1;  𝑗 = 1,2}  ∪ {𝑢𝑣𝑖, 𝑣𝑖,1𝑣𝑖,2, 𝑣𝑘,2𝑣𝑘+1,1 |1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1;  1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛}. Graf jumlah 𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛 dapat 

digambarkan sebagai berikut. 

 

 

Gambar 2.1. Graf 𝑲𝟏 +𝑮𝑹𝒏 

 

Misalkan terdapat sebuah graf terhubung 𝐺 dengan 𝑉(𝐺) adalah himpunan titik, 𝑆 ⊆ 𝑉(𝐺) 
dan 𝑣 ⊆ 𝑉(𝐺), jarak antara titik 𝑣 dengan kelas partisi 𝑆 yang dinotasikan 𝑑(𝑣, 𝑆), didefinisikan 

sebagai 𝑑(𝑣, 𝑆) = min{𝑑(𝑣, 𝑥)|𝑥 ∈ 𝑆}. Misalkan terdapat sebuah graf terhubung 𝐺 dan koleksi 

himpunan ∏ = {𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑘}, dengan 𝑆𝑗 merupakan partisi dari 𝑉(𝐺). ∏ = {𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑘} disebut 

himpunan partisi dan 𝑆𝑗 disebut kelas partisi. Misalkan titik 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺), representasi titik 𝑣 terhadap 

∏ dinotasikan 𝑟(𝑣|∏) = (𝑑(𝑣, 𝑆1), 𝑑(𝑣, 𝑆2),… , 𝑑(𝑣, 𝑆𝑘)). Partisi terurut ∏ = {𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑘} 

dikatakan partisi pembeda (resolving partition) jika 𝑟(𝑢|∏) ≠ 𝑟(𝑣|∏). Partisi pembeda (resolving 

partition) ∏ yang kardinalitasnya terkecil disebut partisi pembeda minimum dari 𝐺. Partisi pembeda 

minimum dari 𝐺 disebut dimensi partisi graf 𝐺 yang dinotasikan dengan 𝑝𝑑(𝐺) [3].  

Dalam penentuan dimensi partisi untuk graf jumlah antara graf lengkap 𝐾1 dengan graf gergaji 

𝐺𝑅𝑛 diperlukan beberapa sifat yang disajikan pada definisi, dan teorema sebagai berikut. 

Definisi 2.1. Diberikan graf terhubung 𝐺 dan titik 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺). Titik 𝑢, 𝑣 dikatakan titik-titik setara 

apabila memenuhi salah satu sifat berikut: 

1. 𝑑(𝑢,𝑤) = 𝑑(𝑣, 𝑤) untuk setiap 𝑤 ∈ 𝑉(𝐺)\{𝑢, 𝑣} 
2. Terdapat titik  𝑐  sehingga  𝑑(𝑢, 𝑐) + 𝑑(𝑐, 𝑠) =  𝑑(𝑣, 𝑐) + 𝑑(𝑐, 𝑠), ∀𝑠 ∈ 𝑉(𝐺)\{𝑢, 𝑣}. 

Teorema 2.1. Diberikan 𝐺 graf terhubung dengan himpunan partisi ∏ dari 𝑉(𝐺). Jika ∏ 

merupakan partisi pembeda graf 𝐺 dan titik 𝑢 dan 𝑣 merupakan titik-titik yang setara kuat dalam 

𝐺, maka titik 𝑢 dan 𝑣 berada pada kelas partisi yang berbeda di ∏ [7]. 

Teorema 2.2. Diberikan 𝐺 graf terhubung dengan himpunan partisi ∏ dari 𝑉(𝐺). Jika ∏ 

merupakan partisi pembeda graf 𝐺, titik 𝑢 dan 𝑣 merupakan titik-titik yang setara lemah dalam 𝐺, 

maka 𝑢 dan 𝑣 atau tetangga 𝑢 dan tetangga 𝑣 berada pada kelas partisi yang berbeda di ∏ [6]. 

Definsi 2.2. Diberikan graf terhubung 𝐺 dan titik 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺). Titik 𝑢, 𝑣 disebut titik-titik setingkat 

apabila memenuhi sifat-sifat berikut: 

• 𝑑𝑒𝑔(𝑢) = 𝑑𝑒𝑔(𝑣) 

𝑣1 𝑣𝑛+1 

𝑣1,2 𝑣1,1 𝑣𝑛+1,1 

𝑢 

𝑣𝑛+1,2 
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• Jika 𝑑(𝑢, 𝑥) = 𝑘, terdapat 𝑦 ∈ 𝑉(𝐺) sedemikian sehingga 𝑑(𝑢, 𝑥) = 𝑑(𝑣, 𝑦) = 𝑘 dan 
|{𝑥 ∈ 𝑉(𝐺)|𝑑(𝑢, 𝑥) = 𝑘}| =|{𝑦 ∈ 𝑉(𝐺)|𝑑(𝑣, 𝑦) = 𝑘}| [6] 

Teorema 2.3. Diberikan 𝐺 graf terhubung dengan himpunan partisi ∏ dari 𝑉(𝐺). Misalkan pula 

titik 𝑢 dan 𝑣 titik-titik yang setingkat dalam 𝐺 dan terdapat 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉(𝐺) sedemikian sehingga 

𝑑(𝑢, 𝑥) = 𝑑(𝑣, 𝑦) = 𝑘. Jika ∏ merupakan partisi pembeda graf 𝐺 dan 𝑘 = 𝑚𝑖𝑛{𝑑(𝑢, 𝑎)| 𝑎 ∈
𝑆, 𝑆 ∈ ∏}, maka 𝑢 dan 𝑣 atau 𝑥 dan 𝑦 berada pada kelas partisi yang berbeda di ∏ [5]. 

Teorema 2.4. Jika 𝐺 adalah graf berorde 𝑛 ≥ 3 dengan diameter 𝑑, maka 𝑔(𝑛, 𝑑) ≤ 𝑝𝑑(𝐺) ≤ 𝑛 −
𝑑 + 1, dengan 𝑔(𝑛, 𝑑) merupakan bilangan bulat positif terkecil 𝑘 sedemikian sehingga (𝑑 + 1)𝑘 ≥
𝑛.  

Teorema 2.5. Misalkan 𝐺 adalah graf terhubung berorde 𝑛, maka 𝑝𝑑(𝐺) = 2 jika dan hanya jika 

𝐺 = 𝑃𝑛 [2]. 

 

3. Hasil Utama 

Hasil utama yang dibahas dalam penelitian ini adalah menentukan dimensi partisi graf jumlah 

antara graf lengkap 𝐾1 dengan graf gergaji 𝐺𝑅𝑛, untuk 𝑛 ∈ ℕ. Secara umum graf 𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛 dapat 

dilihat pada Gambar 2.1. Dimensi partisi graf 𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛 untuk 𝑛 = 1 dan 𝑛 > 1, masing-masing 

ditunjukkan pada Proposisi 3.4 dan Proposisi 3.5. Sebelum menyajikan proposisi tersebut, terlebih 

dahulu disajikan beberapa proposisi yang membantu dalam membuktikan hasil utama penelitian ini. 

Proposisi 3.1. Diberikan graf jumlah 𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛 dengan 𝑉(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛) = {𝑢, 𝑣𝑖, 𝑣𝑖,𝑗 | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 +

1;  𝑗 = 1,2} dan 𝐸(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛) = {𝑣𝑖𝑣𝑖,𝑗, 𝑢𝑣𝑖,𝑗 | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1;  𝑗 = 1,2}  ∪ {𝑢𝑣𝑖, 𝑣𝑖,1𝑣𝑖,2, 𝑣𝑘,2 

𝑣𝑘+1,1|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1, ;  1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛}, maka: 

a. Titik 𝑣1 dan 𝑣1,1 merupakan titik-titik setara kuat. 

b. Titik 𝑣𝑛+1 dan titik 𝑣𝑛+1,2 merupakan titik-titik setara kuat. 

Bukti: 

Untuk membuktikan proposisi ini, menggunakan Definisi 2.1. 

a. Akan ditunjukkan titik 𝑣1 dan titik 𝑣1,1 merupakan titik-titik yang setara kuat. 

- Untuk  ∀ 𝑤1 ∈ {𝑢, 𝑣1,2}, 𝑑(𝑣1, 𝑤1) = 𝑑(𝑣1,1, 𝑤1) = 1. 

- Untuk  ∀ 𝑤2 ∈ {𝑣𝑖 , 𝑣𝑖,𝑗| 𝑖 ∈ {2,3,… , 𝑛 + 1}; 𝑗 = {1,2}}, 𝑑(𝑣1, 𝑤2) = 𝑑(𝑣1,1, 𝑤2) = 2. 

Jadi, 𝑑(𝑣1, 𝑤) = 𝑑(𝑣1,1, 𝑤) untuk sebarang 𝑤 ∈ 𝑉(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛)\{𝑣1, 𝑣1,1}, maka dari Definisi 

2.1, diperoleh titik 𝑣1 dan 𝑣1,1 merupakan titik-titik yang setara kuat pada graf 𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛. 

b. Akan ditunjukkan titik 𝑣𝑛+1 dan titik 𝑣𝑛+1,2 merupakan titik-titik yang setara kuat. 

- Untuk ∀ 𝑤1
′ ∈ {𝑢, 𝑣𝑛+1}, 𝑑(𝑣𝑛+1, 𝑤

′
1) = 𝑑(𝑣𝑛+1,2, 𝑤

′
1) = 1. 

- Untuk ∀ 𝑤2
′ ∈ {𝑣𝑖, 𝑣𝑖,𝑗| 𝑖 ∈ {1,2,… , 𝑛};  𝑗 = {1,2}}, 𝑑(𝑣𝑛+1, 𝑤′2) = 𝑑(𝑣𝑛+1,2, 𝑤′2) = 2. 

Jadi, 𝑑(𝑣𝑛+1, 𝑤′) = 𝑑(𝑣𝑛+1,2, 𝑤′) untuk sebarang 𝑤′ ∈ 𝑉(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛)\{𝑣𝑛+1, 𝑣𝑛+1,2}, maka 

dari Definisi 2.1, diperoleh titik 𝑣𝑛+1 dan 𝑣𝑛+1,2 merupakan titik-titik yang setara kuat pada 

graf 𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛. ∎ 
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Proposisi 3.2. Diberikan graf jumlah 𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛 dengan 𝑉(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛) = {𝑢, 𝑣𝑖, 𝑣𝑖,𝑗 | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 +

1;  𝑗 = 1,2} dan 𝐸(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛) = {𝑣𝑖𝑣𝑖,𝑗, 𝑢𝑣𝑖,𝑗 | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1;  𝑗 = 1,2}  ∪ {𝑢𝑣𝑖, 𝑣𝑖,1𝑣𝑖,2, 𝑣𝑘,2 

𝑣𝑘+1,1|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1, ;  1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛}, maka: 

a. Titik 𝑣𝑖 dan 𝑣𝑘, dengan 𝑖, 𝑘 ∈ {1,2,… , 𝑛 + 1} merupakan titik-titik setara lemah. 

b. Titik 𝑣𝑖 dan 𝑣𝑖,𝑗, dengan 𝑖 ∈ {1,2,… , 𝑛 + 1} dan 𝑗 ∈ {1,2} merupakan titik-titik setara lemah. 

c. Titik 𝑣𝑖,𝑗 dan 𝑣𝑘,𝑙, dengan 𝑖, 𝑘 ∈ {1,2,… , 𝑛 + 1} dan 𝑗, 𝑙 ∈ {1,2} merupakan titik-titik setara 

lemah. 

Bukti: 

Untuk membuktikan proposisi ini, menggunakan Definisi 2.1. 

a. Akan ditunjukkan titik 𝑣𝑖 dan titik 𝑣𝑘, dengan 𝑖, 𝑘 ∈ {1,2,… , 𝑛 + 1} merupakan titik-titik setara 

lemah. 

Terdapat titik 𝑢 ∈ 𝑉(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛) sedemikian sehingga ∀ 𝑠 ∈ 𝑉(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛)\{𝑣𝑖, 𝑣𝑘}, 
𝑑(𝑣𝑖, 𝑢) + 𝑑(𝑢, 𝑠) = 𝑑(𝑣𝑘 , 𝑢) + 𝑑(𝑢, 𝑠). Jadi, dari Definisi 2.1, diperoleh titik 𝑣𝑖 dan titik 𝑣𝑘, 

dengan 𝑖, 𝑘 ∈ {1,2,… , 𝑛 + 1} merupakan titik-titik setara lemah pada graf 𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛 . 
 

b. Akan ditunjukkan titik 𝑣𝑖 dan titik 𝑣𝑖,𝑗, dengan 𝑖 ∈ {1,2,… , 𝑛 + 1} dan 𝑗 ∈ {1,2} merupakan 

titik-titik setara lemah. 

Terdapat titik 𝑢 ∈ 𝑉(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛) sedemikian sehingga ∀ 𝑠 ∈ 𝑉(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛)\{𝑣𝑖, 𝑣𝑖,𝑗}, 

𝑑(𝑣𝑖, 𝑢) + 𝑑(𝑢, 𝑠) = 𝑑(𝑣𝑖,𝑗, 𝑢) + 𝑑(𝑢, 𝑠). Jadi, dari Definisi 2.1, diperoleh titik 𝑣𝑖 dan titik 

𝑣𝑖,𝑗, dengan 𝑖, ∈ {1,2,… , 𝑛 + 1} dan 𝑗 ∈ {1,2} merupakan titik-titik setara lemah pada graf 𝐾1 +

𝐺𝑅𝑛. 

 

c. Akan ditunjukkan titik 𝑣𝑖,𝑗 dan titik 𝑣𝑘,𝑙, dengan 𝑖, 𝑘 ∈ {1,2,… , 𝑛 + 1} dan 𝑗, 𝑙 ∈ {1,2} 

merupakan titik-titik setara lemah. 

Terdapat titik 𝑢 ∈ 𝑉(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛) sedemikian sehingga ∀ 𝑠 ∈ 𝑉(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛)\{𝑣𝑖, 𝑣𝑘}, 
𝑑(𝑣𝑖,𝑗, 𝑢) + 𝑑(𝑢, 𝑠) = 𝑑(𝑣𝑘,𝑙 , 𝑢) + 𝑑(𝑢, 𝑠). Jadi, dari Definisi 2.1, titik 𝑣𝑖,𝑗 dan titik 𝑣𝑘,𝑙, 

dengan 𝑖, 𝑘 ∈ {1,2,… , 𝑛 + 1} dan 𝑘, 𝑙 ∈ {1,2} merupakan titik-titik setara lemah pada graf 𝐾1 +
𝐺𝑅𝑛.∎ 

Proposisi 3.3. Diberikan graf jumlah 𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛 dengan 𝑉(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛) = {𝑢, 𝑣𝑖, 𝑣𝑖,𝑗 | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 +

1;  𝑗 = 1,2} dan 𝐸(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛) = {𝑣𝑖𝑣𝑖,𝑗, 𝑢𝑣𝑖,𝑗 | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1;  𝑗 = 1,2}  ∪ {𝑢𝑣𝑖, 𝑣𝑖,1𝑣𝑖,2, 𝑣𝑘,2 

𝑣𝑘+1,1|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1, ;  1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛}, maka: 

a. Titik 𝑣𝑖 dan 𝑣𝑘 dengan 𝑖 ≠ 𝑘, untuk setiap 𝑖, 𝑘 ∈ {1,2,… , 𝑛 + 1} merupakan titik-titik setingkat. 

b. Titik 𝑣𝑖 dan 𝑣1,1, untuk setiap 𝑖 ∈ {1,2,… , 𝑛 + 1} merupakan titik setingkat.  

c. Titik 𝑣𝑖dan 𝑣𝑛+1,2, untuk setiap 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛 + 1} merupakan titik setingkat. 

d. Titik 𝑣1,1 dan 𝑣𝑛+1,2 merupakan titk setingkat. 

e. Titik 𝑣𝑖,𝑗 dan 𝑣𝑘,𝑙 selain titk 𝑣1,1 dan titik 𝑣𝑛+1,2, untuk setiap 𝑖, 𝑘 ∈ {1,2,… , 𝑛 + 1} dan 𝑗, 𝑙 ∈

{1,2} merupakan titik-titik setingkat. 

 

Bukti: 

a. Akan ditunjukkan titik 𝑣𝑖 dan 𝑣𝑘 dengan 𝑖 ≠ 𝑘, untuk setiap 𝑖, 𝑘 ∈ {1,2,… , 𝑛 + 1} merupakan 

titik-titik setingkat. 

- 𝑑𝑒𝑔(𝑣𝑖) = 𝑑𝑒𝑔(𝑣𝑘) untuk setiap 𝑖, 𝑘 ∈ {1,2,… , 𝑛 + 1} dengan 𝑖 ≠ 𝑘, 
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- Untuk ∀ 𝑥1 ∈ {𝑢, 𝑣𝑖,1, 𝑣𝑖,2}, 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑥𝑖) = 1, terdapat 𝑦1 ∈ {𝑢, 𝑣𝑘,1, 𝑣𝑘,2} sedemikian sehingga 

𝑑(𝑣𝑖 , 𝑥𝑖) = 𝑑(𝑣𝑘 , 𝑦1) = 1 dan |{𝑢, 𝑣𝑖,1, 𝑣𝑖,2}| = |{𝑢, 𝑣𝑘,1, 𝑣𝑘,2}| = 3, 

- Untuk ∀ 𝑥2 ∈ 𝑉(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛)\𝑁(𝑣𝑖), 𝑑(𝑣𝑖, 𝑥2) = 2, terdapat 𝑦2 ∈ 𝑉(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛)\𝑁(𝑣𝑘) 
sedemikian sehingga 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑥2) = 𝑑(𝑣𝑘 , 𝑦2) = 2 dan |𝑉(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛)\𝑁(𝑣𝑖)| = |𝑉(𝐾1 +
𝐺𝑅𝑛)\𝑁(𝑣𝑘)| = 3𝑛, 
Jadi, dari Definisi 2.2, titik 𝑣𝑖 dan titik 𝑣𝑘 dengan 𝑖 ≠ 𝑘, untuk setiap 𝑖, 𝑘 ∈ {1,2,… , 𝑛 + 1} 

merupakan titik-titik setingkat pada graf 𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛. 

b. Akan ditunjukkan titik 𝑣𝑖 dan 𝑣1,1, 𝑖 ∈ {1,2,… , 𝑛 + 1} merupakan titik setingkat.  

- 𝑑𝑒𝑔(𝑣𝑖) = 𝑑𝑒𝑔(𝑣1,1), untuk setiap 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛 + 1}, 

- Untuk ∀ 𝑥1
′ ∈ {𝑢, 𝑣𝑖,1, 𝑣𝑖,2}, 𝑑(𝑣𝑖, 𝑥1

′) = 1, terdapat 𝑦1
′ ∈ {𝑢, 𝑣1, 𝑣1,2} sedemikian sehingga 

𝑑(𝑣𝑖 , 𝑥1
′) = 𝑑(𝑣1,1, 𝑦1

′) = 1 dan |{𝑢, 𝑣𝑖,1, 𝑣𝑖,2}| = |{𝑢, 𝑣1, 𝑣1,2}| = 3, 

- Untuk ∀ 𝑥2
′ ∈ 𝑉(𝑘1 + 𝐺𝑅𝑛)\𝑁(𝑣𝑖), 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑥2

′ ) = 2, terdapat 𝑦2
′ ∈ 𝑉(𝑘1 + 𝐺𝑅𝑛)\𝑁(𝑣1,1), 

sedemikian sehingga 𝑑(𝑣𝑖, 𝑥2
′ ) = 𝑑(𝑣1,1, 𝑦2

′) = 2 dan |𝑉(𝑘1 + 𝐺𝑅𝑛)\𝑁(𝑣𝑖)| = |𝑉(𝑘1 +

𝐺𝑅𝑛)\𝑁(𝑣1,1)| = 3𝑛,  

Jadi, dari Definisi 2.2, titik 𝑣𝑖 dan titik 𝑣1,1 untuk setiap 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛 + 1} merupakan titik-

titik setingkat pada graf 𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛. 

c. Akan ditunjukkan titik 𝑣𝑖 dan 𝑣𝑛+1,2, 𝑖 ∈ {1,2,… , 𝑛 + 1} merupakan titik setingkat.  

- 𝑑𝑒𝑔(𝑣𝑖) = 𝑑𝑒𝑔(𝑣𝑛+1,2), untuk setiap 𝑖 ∈ {1,2,… , 𝑛 + 1}. 

- Untuk ∀ 𝑥1
′′ ∈ {𝑢, 𝑣𝑖,1, 𝑣𝑖,2}, 𝑑(𝑣𝑖, 𝑥1

′′) = 1, terdapat 𝑦1
′′ ∈ {𝑢, 𝑣𝑛, 𝑣𝑛+1,1}, sedemikian 

sehingga 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑥1
′′) = 𝑑(𝑣1,1, 𝑦1

′′) = 1 dan |{𝑢, 𝑣𝑖,1, 𝑣𝑖,2}| = |{𝑢, 𝑣𝑛, 𝑣𝑛+1,1}| = 3. 

- Untuk ∀ 𝑥2
′′ ∈ 𝑉(𝑘1 + 𝐺𝑅𝑛)\𝑁(𝑣𝑖), 𝑑(𝑣𝑖, 𝑥2

′′) = 2, terdapat 𝑦2
′′ ∈ 𝑉(𝑘1 + 𝐺𝑅𝑛)\

𝑁(𝑣𝑛+1,2), sedemikian sehingga 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑥2
′′) = 𝑑(𝑣𝑛+1,2, 𝑦2

′′) = 2 dan |𝑉(𝑘1 + 𝐺𝑅𝑛)\

𝑁(𝑣𝑖)| = |𝑉(𝑘1 + 𝐺𝑅𝑛)\𝑁(𝑣𝑛+1,2)| = 3𝑛.  

Jadi, dari Definisi 2.2, titik 𝑣𝑖 dan titik 𝑣𝑛+1,2 untuk setiap 𝑖 ∈ {1,2,… , 𝑛 + 1} merupakan 

titik-titik setingkat pada graf 𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛. 

d. Akan ditunjukkan titik 𝑣1,1 dan 𝑣𝑛+1,2, merupakan titik setingkat.  

- 𝑑𝑒𝑔(𝑣1,1) = 𝑑𝑒𝑔(𝑣𝑛+1,2) 

- Untuk ∀ 𝑥1
′′′ ∈ {𝑢, 𝑣1, 𝑣1,2}, 𝑑(𝑣𝑖, 𝑥1

′′′) = 1, terdapat 𝑦1
′′′ ∈ {𝑢, 𝑣𝑛, 𝑣𝑛+1,1}, sedemikian 

sehingga 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑥1
′′′) = 𝑑(𝑣1,1, 𝑦1

′′′) = 1 dan |{𝑢, , 𝑣1, 𝑣1,2}| = |{𝑢, 𝑣𝑛, 𝑣𝑛+1,1}| = 3, 

- Untuk ∀ 𝑥2
′′′ ∈ 𝑉(𝑘1 + 𝐺𝑅𝑛)\𝑁(𝑣1,1), 𝑑(𝑣1,1, 𝑥2

′′′) = 2, terdapat 𝑦2
′′′ ∈ 𝑉(𝑘1 + 𝐺𝑅𝑛)\

𝑁(𝑣𝑛+1,2), sedemikian sehingga 𝑑(𝑣1,1, 𝑥2
′′′) = 𝑑(𝑣𝑛+1,2, 𝑦2

′′′) = 2 dan |𝑉(𝑘1 + 𝐺𝑅𝑛)\

𝑁(𝑣1,1)| = |𝑉(𝑘1 + 𝐺𝑅𝑛)\𝑁(𝑣𝑛+1,2)| = 3𝑛. 

Jadi, dari Definisi 2.2, titik 𝑣1,1 dan titik 𝑣𝑛+1,2 merupakan titik-titik setingkat pada graf 

𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛. 

e. Akan ditunjukkan titik 𝑣𝑖,𝑗 dan 𝑣𝑘,𝑙, selain titik 𝑣1,1 dan titk 𝑣𝑛+1,2, dengan untuk setiap   𝑖, 𝑘 ∈

{1,2,… , 𝑛 + 1} dan 𝑗, 𝑙 ∈ {1,2}merupakan titik-titik setingkat. 

- 𝑑𝑒𝑔(𝑣𝑖,𝑗) = 𝑑𝑒𝑔(𝑣𝑘,𝑙) untuk setiap 𝑖, 𝑘 ∈ {1,2, … , 𝑛 + 1} dan 𝑗, 𝑙 ∈ {1,2}\{𝑣1,1, 𝑣𝑛+1,2}. 

- Untuk ∀ 𝑥1
′′′′ ∈ {𝑢, 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+𝑗−2,(𝑗 𝑚𝑜𝑑 2)+1,𝑣𝑖+𝑗−1,(𝑗 𝑚𝑜𝑑 2)+1}, 𝑑(𝑣𝑖,𝑗, 𝑥1

′′′′) = 1, terdapat 

𝑦1
′′′′ ∈ {𝑢, 𝑣𝑘 , 𝑣𝑘+𝑙−2,(𝑙 𝑚𝑜𝑑 2)+1,𝑣𝑘+𝑙−1,(𝑙 𝑚𝑜𝑑 2)+1}, sedemikian sehingga 𝑑(𝑣𝑖,𝑗, 𝑥1

′′′′) =

𝑑(𝑣𝑖,𝑗, 𝑦1
′′′′) = 1, dan |{𝑢, 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+𝑗−2,(𝑗 𝑚𝑜𝑑 2)+1,𝑣𝑖+𝑗−1,(𝑗 𝑚𝑜𝑑 2)+1}| =

|{𝑢, 𝑣𝑘 , 𝑣𝑘+𝑙−2,(𝑙 𝑚𝑜𝑑 2)+1,𝑣𝑘+𝑙−1,(𝑙 𝑚𝑜𝑑 2)+1}| = 4. 
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- Untuk ∀ 𝑥2
′′′′ ∈ 𝑉(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛)\𝑁(𝑣𝑖,𝑗), 𝑑(𝑣𝑖,𝑗, 𝑥2

′′′′) = 2, terdapat 𝑦1
′′′′ ∈ 𝑉(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛)\

 𝑁(𝑣𝑘,𝑙), sedemikian sehingga 𝑑(𝑣𝑖,𝑗, 𝑥2
′′′′) = 𝑑(𝑣𝑘,𝑙 , 𝑦2

′′′′) = 2, dan |𝑉(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛)\

𝑁(𝑣𝑖,𝑗)| = |𝑉(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛)\𝑁(𝑣𝑘,𝑙)| = 3𝑛 − 1. 

Jadi, dari Definisi 2.2, titik 𝑣𝑖,𝑗 dan titik 𝑣𝑘,𝑙, selain titik 𝑣1,1 dan titik 𝑣𝑛+1,2, untuk  𝑖, 𝑘 ∈

{1,2,… , 𝑛 + 1} dan 𝑗, 𝑙 ∈ {1,2} merupakan titik-titik setingkat pada graf 𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛.∎ 

Proposisi 3.4. Dimensi partisi pada graf 𝐾1 + 𝐺𝑅1 adalah 𝑝𝑑 (𝐾1 + 𝐺𝑅1) = 3. 

Bukti: 

Diberikan graf jumlah 𝐾1 + 𝐺𝑅1 dengan himpunan titik 𝑉(𝐾1 + 𝐺𝑅1) = {𝑢, 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖,𝑗|1 ≤ 𝑖 ≤ 2;  𝑗 =

1,2} dan himpunan sisi 𝐸(𝐾1 + 𝐺𝑅1) =  {𝑢𝑣𝑖,𝑗, 𝑣𝑖𝑣𝑖,𝑗|1 ≤ 𝑖 ≤ 2;  𝑗 = 1,2} ∪

{𝑢𝑣𝑖 , 𝑣𝑖,1𝑣𝑖,2, 𝑣𝑘,2𝑣𝑘+1,1|1 ≤ 𝑖 ≤ 2;  1 ≤ 𝑘 ≤ 1}. Seperti pada gambar berikut. 

 

 

Gambar 3. 1 Graf 𝑲𝟏 + 𝑮𝑹𝟏 

Akan ditunjukkan bahwa 𝑝𝑑(𝐾1 + 𝐺𝑅1) = 3. Pilih himpunan partisi ∏ = {𝑆1, 𝑆2, 𝑆3} dari 

himpunan titik 𝑉(𝐾1 + 𝐺𝑅1) dengan, 𝑆1 = {𝑢, 𝑣1, 𝑣2}, 𝑆2 = {𝑣1,1, 𝑣1,2}, 𝑆3 = {𝑣2,1, 𝑣2,2}. 

Representasi titik terhadap ∏ adalah sebagai berikut. 

𝑟(𝑢|∏) = {0,1,1} 

𝑟(𝑣1|∏) = {0,1,2} 

𝑟(𝑣2|∏) = {0,2,1} 

𝑟(𝑣1,1|∏) = {1,0,2} 

𝑟(𝑣1,2|∏) = {1,0,1} 

𝑟(𝑣2,1|∏) = {1,1,0} 

𝑟(𝑣2,2|∏) = {1,2,0} 

Kita bisa melihat bahwa 𝑟(𝑥|∏) ≠ 𝑟(𝑦|∏) untuk ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉(𝐾1 + 𝐺𝑅1), maka ∏ merupakan 

partisi pembeda dari graf 𝐾1 + 𝐺𝑅1. Jadi, batas atas dimensi partisi pada graf 𝐾1 + 𝐺𝑅1 adalah 

𝑝𝑑(𝐾1 + 𝐺𝑅1) ≤ 3. 

Selanjutnya dikonstruksi himpunan partisi ∏′ = {𝑆1
′ , 𝑆2

′} dengan kardinalitas 2. Akan 

ditunjukkan bahwa ∏′ bukan merupakan partisi pembeda untuk graf 𝐾1 + 𝐺𝑅1. Terlihat bahwa graf 

𝐾1 + 𝐺𝑅1 bukan graf lintasan, maka berdasarkan Teorema 2.5, 𝑝𝑑 𝐾1 + 𝐺𝑅1 ≠ 2, sehingga dapat 

disimpulkan bahwa batas bawah dimensi partisi pada graf 𝐾1 + 𝐺𝑅1 adalah 𝑝𝑑(𝐾1 + 𝐺𝑅1) ≥ 3. 

𝑢 

𝑣2 𝑣1 

𝑣1,2 𝑣1,1 𝑣2,2 𝑣2,1 
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Berdasarkan batas atas dan batas bawah dari dimensi partisi graf 𝐾1 + 𝐺𝑅1, diperoleh 

𝑝𝑑(𝐾1 + 𝐺𝑅1) = 3.∎ 

Proposisi 3.5. Dimensi partisi pada graf 𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛 adalah 𝑝𝑑 (𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛) = 𝑛 + 2. 

Bukti: 

Diberikan graf jumlah 𝐾1 + 𝐺𝑅1 dengan himpunan titik 𝑉(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛) = {𝑢, 𝑣𝑖 , 𝑣𝑖,𝑗 | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 +

1;  𝑗 = 1,2} dan himpunan sisi 𝐸(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛) = {𝑣𝑖𝑣𝑖,𝑗, 𝑢𝑣𝑖,𝑗 | 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1;  𝑗 = 1,2}  ∪

 {𝑢𝑣𝑖, 𝑣𝑖,1𝑣𝑖,2, 𝑣𝑘,2𝑣𝑘+1,1 |1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1;  1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛} . Seperti pada Gambar 2.1. 

Untuk 𝑛 = 1, telah dibuktikan pada Proposisi 3.4 dan diperoleh 𝑝𝑑(𝐾1 + 𝐺𝑅1) = 3. 
Untuk 𝑛 ≥ 1, Akan ditunjukkan bahwa 𝑝𝑑(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛) = 𝑛 + 2. Pilih himpunan partisi ∏ =

{𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑛+2} dari himpunan titik 𝑉(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛) dengan,  

𝑆1 = {𝑢, 𝑣𝑖}, dengan 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1, dan 

𝑆𝑖+1 = {𝑣𝑖,1, 𝑣𝑖,2}, dengan 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1 

Represetasi titik pada graf 𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛 terhadap ∏ adalah sebagai berikut. 

𝑟(𝑢|∏) = {0, 1, … ,1⏟  
𝑛+1

}, 

𝑟(𝑣𝑖|∏) = {0, 2, … ,2⏟  
𝑖−1

, 1, 2, … ,2⏟  
𝑛−𝑖+1

}, 𝑖 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1 

𝑟(𝑣1,1|∏) = {1,0, 2,… ,2⏟  
𝑛

}, 

𝑟(𝑣𝑖,1|∏) = {1, 2, … ,2⏟  
𝑖−2

, 1,0, 2,… ,2⏟  
𝑛−𝑖+1

}, 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1 

𝑟(𝑣𝑖,2|∏) = {1, 2, … ,2⏟  
𝑖−1

, 0,1, 2,… ,2⏟  
𝑛−𝑖

}, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

𝑟(𝑣𝑛+1,2|∏) = {1, 2, … ,2⏟  
𝑛

, 0}. 

Kita bisa melihat bahwa 𝑟(𝑥|∏) ≠ 𝑟(𝑦|∏) untuk ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛), maka ∏ merupakan 

partisi pembeda dari graf 𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛. Jadi, batas atas dimensi partisi pada graf 𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛 adalah 𝑛 +
2 atau 𝑝𝑑(𝐾1 + 𝐺𝑅1) ≤ 𝑛 + 2. 

Selanjutnya dikonstruksi himpunan partisi ∏′ = {𝑆1
′ , 𝑆2

′ , … , 𝑆𝑛+2−1
′ } dengan kardinalitas 𝑛 +

2 − 1. Akan ditunjukkan bahwa ∏′ bukan merupakan partisi pembeda untuk graf 𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛. 
Menurut Proposisi 3.3, titik 𝑣𝑖, 𝑣1,1, 𝑣𝑛+1,2 untuk ∀ 𝑖 ∈ {1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1} merupakan titik setingkat. 

Karena mengingat hanya terdapat 𝑛 + 1 kelas partisi maka terdapat dua titik setingkat 𝑎, 𝑏 ∈
{𝑣𝑖, 𝑣1,1, 𝑣𝑛+1,2} untuk ∀ 𝑖 ∈ {1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1} yang berada pada kelas partisi yang sama. Pandang 

kasus berikut. 

Kasus 1 Jika terdapat suatu kelas partisi yang memuat dua titik setara kuat katakan 𝑣1, 𝑣1,1 ∈ 𝑆𝑖
′ 

atau 𝑣𝑛, 𝑣𝑛+1,2 ∈ 𝑆𝑖
′ untuk  𝑖 ∈ {1,2,… , 𝑛 + 1} seperti pada Proposisi 3.1, maka terdapat dua titik 

setara kuat yang berada pada kelas partisi yang sama. Oleh karena itu, berdasarkan Teorema 2.1, ∏′ 
bukan partisi pembeda. 

Kasus 2 Untuk sebarang titik 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆𝑖
′ dengan 𝑎, 𝑏 bukan titik setara kuat. Perhatikan bahwa 

untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑉(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛)\{𝑢}, maka 𝑑(𝑢, 𝑥) = 1, sehingga: 

Subkasus 2.1 Jika 𝑢, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆𝑖
′ dan mengingat hanya terdapat 𝑛 + 1 kelas partisi maka 

terdapat paling sedikit dua titik yaitu 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑉(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛)\{𝑢} berada pada kelas partisi yang 
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sama. Katakan 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑆𝑗
′ dengan 𝑗 ≠ 𝑖, sehingga akan memenuhi salah satu dari dua 

kemungkinan berikut. 

• Kemungkinan 1 Jika titik 𝑥1, 𝑥2 ∈ {𝑣𝑖,𝑗, 𝑣𝑘,𝑙}\{𝑣1,1, 𝑣𝑛+1,2} dengan 𝑖. 𝑘 ∈
{1,2,… , 𝑛 + 1} dan 𝑗, 𝑙 ∈ {1,2} maka untuk sebarang 𝑐 ∈ {1,2,… , 𝑛 + 1} dapat dipilih 

titik 𝑤1 ∈ 𝑆𝑐
′, sehingga 𝑑(𝑣𝑖,𝑗, 𝑤1) = 𝑚 dengan 𝑚 = 𝑚𝑖𝑛{𝑑(𝑣𝑖,𝑗, 𝑦1)|𝑦1 ∈ 𝑆𝑐

′}. 

Karena 𝑣𝑖,𝑗 dan 𝑣𝑘,𝑙 merupakan titik setingkat, seperti pada Proposisi 3.3, maka 

terdapat 𝑤2 ∈ 𝑆𝑐
′, sehingga 𝑑(𝑣𝑘,𝑙 , 𝑆𝑐

′) = 𝑚. Berdasarkan Teorema 2.3, ∏′ bukan 

partisi pembeda. 

 

• Kemungkinan 2 Jika 𝑥1 ∈ {𝑣𝑖, 𝑣1,1, 𝑣𝑛+1,2|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 + 1} dan 𝑥2 ∈ {𝑣𝑖,𝑗|1 ≤ 𝑖 ≤

𝑛 + 1, 𝑗 = 1,2}\{𝑥1}  serta untuk ∀ 𝑥1
′ ∈ 𝑁(𝑥1) dan 𝑥2

′ ∈ 𝑁(𝑥2) berada pada kelas 

partisi yang sama maka berdasarkan Proposisi 3.2, titik 𝑥1 dan 𝑥2 adalah setara lemah, 

sehingga dari Teorema 2.2, ∏′ bukan partisi pembeda. 

Subkasus 2.2 Jika 𝑢 ∉ 𝑆𝑖
′ maka untuk sebarang 𝑐 ∈ {1,2, … , 𝑛 + 1}\{𝑖} dapat dipilih titik 

𝑤′1 ∈ 𝑆𝑐
′ , sehingga 𝑑(𝑎,𝑤′1) = 𝑚′′ dengan 𝑚′′ = 𝑚𝑖𝑛{𝑑(𝑎, 𝑦2)|𝑦2 ∈ 𝑆𝑐

′}. Karena 𝑎 dan 𝑏 

adalah titik setingkat, maka terdapat  𝑤2
′ ∈ 𝑆𝑐

′ , sehingga 𝑑(𝑏,𝑤2
′) = 𝑚′′. Berdasarkan Teorema 

2.3, ∏′ bukan partisi pembeda. 

Jadi, karena hanya terdapat 𝑛 + 1 kelas partisi, maka setiap kelas partisi pada ∏′ memuat 

pasangan titik setingkat atau memuat titik-titik yang memiliki jarak yang sama terhadap pasangan 

titik setingkat, sehingga diperoleh ∏′ bukan merupakan partisi pembeda, atau 𝑝𝑑(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛) ≠ 𝑛 +
1, maka dapat disimpulkan bahwa batas bawah dimensi partisi dari graf 𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛 adalah 

𝑝𝑑(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛) ≥ 𝑛 + 2. Berdasarkan batas atas dan batas bawah dari graf 𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛, diperoleh 

𝑝𝑑(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛) = 𝑛 + 2.∎ 

 

4. Kesimpulan 

Berdasarkan Proposisi 3.4 dan Proposisi 3.5 telah diperoleh bahwa batas atas dan batas bawah   

dimensi partisi dari graf 𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛 adalah 𝑛 + 2. Dengan kata lain 𝑝𝑑(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛) ≤  𝑛 + 2, dan 

𝑝𝑑(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛) ≥ 𝑛 + 2. Hal ini berarti 𝑝𝑑(𝐾1 + 𝐺𝑅𝑛) =   𝑛 + 2, untuk 𝑛 ∈ ℕ.  
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