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Abstract

Letu,v € V(G) and let d(u, v) denote the distance between u dan v. The distance of u to a subset
S € V(G) is denote by d(u, S), where d(u, S) = min{d(u, x), x € S}. Furthermore, suppose [] =
{81,S,, ..., S} is an ordered partition with S; € V(G) for i = 1,2, ..., k, then the representation of
a vertex v € V(G) with respect to [] is the ordered k-tuple dinoted by r(v|[]) where r(v|[]) =
(d(,5)),d®,S,), ...,d([v,S,)). The partition [] is called a distinguishing partition of G if
r(w|[D) # r@l[]) for every u,v € V(G). A distinguishing partition of G with the smallest
cardinality is called the minimum distinguishing partition of G, and its cardinality is called the
partition dimension of G. The purpose of this study is to determine the partition dimension of the
join graph K; and GR,,. By applying the concepts of equivalent vertices and vertices of the same
level, it is shown that the partition dimension of the graph K; + GR,, is pd(K; + GR,)) = n + 2,
where n is a natural number.

Keywords: join of two graph, equivalent vertices, same level vertices, distinguishing
partition, partition dimension

Abstrak
Graf G merupakan suatu pasangan (V(G), E(G)), dengan V(G) adalah himpunan berhingga tak
kosong dari elemen-elemen yang disebut titik (vertex), dan E(G) adalah himpunan pasangan
elemen-elemen V(G) yang disebut sisi.Jika u,v € V(G) dan d(u,v) menyatakan jarak antara
u, dan v, maka jarak u terhadap sebuah himpunan S < V(G dinotasikan d(u, S), dengan d(v, S) =
min{d (v, x)|x € S}. Selanjutnya, misalkan [] = {S;,S;, ..., S,} adalah sebuah partisi terurut
dengan S; € V(G),i = 1,2, ..., k, maka representasi sebuah titik v € V(G) terhadap [] merupakan
pasangan  terurut-k yang yang dinotasikan r(v|[][)  dengan r(w|[D =
(d(v, $),d,S,),...,d(v, Sk)). Partisi [] disebut partisi pembeda dari G jika r(u|[]) # r(vI[])
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untuk setiap u, v € V(G). Partisi pembeda G dengan kardinalitas terkecil disebut partisi pembeda
minimum dari G, dan kardinalitasnya disebut dimensi partisi G. Tulisan ini bertujuan untuk
menentukan dimensi partisi hasil jumlah graf lengkap K; dan graf gergaji GR,. Dengan
menerapkan konsep titik setara dan titik setingkat diperoleh hasil bahwa dimensi partisi dari graf
K; + GR,, adalah pd(K; + GR,,) = n + 2, dengan n bilangan asli.

Kata kunci: graf hasil jumlah, titik setara, titik setingkat, partisi pembeda, dimensi
partisi.

1. Pendahuluan

Graf merupakan pasangan himpunan (V,E) yang terdiri dari himpunan titik (vertex)
disimbolkan dengan V dan himpunan sisi (edge) yang disimbolkan dengan E [9]. Salah satu kajian
yang terus berkembang pada teori graf adalah dimensi partisi pada suatu graf. Dimensi partisi
pertama kali diperkenalkan pada tahun 1998 oleh Chartrand dkk., yang mengelempokkan semua
titik di graf G ke dalam suatu kelas partisi dan menetukan repsentasi setiap titik terhadap setiap kelas
partisi tersebut [3]. Representasi visual dari graf adalah dengan menyatakan objek dinyatakan
sebagai noktah, bulatan, atau titik, sedangkan hubungan antara objek dinyatakan dengan garis.

Beberapa penelitian terkait dimensi partisi salah satunya yaitu dimensi partisi [11] dan dimensi
partisi dari beragam operasi graf diantaranya yaitu [1,4,7,10]. Sejauh ini, penelitian terkait graf
gergaji baru diteliti pada [8]. Berdasarkan penelusuran literatur yang dilakukan, penelitian mengenai
dimensi partisi dari graf gergaji belum dilakukan oleh para peneliti sebelumnya. Dalam penelitian
ini dibahas penentuan dimensi partisi untuk graf jumlah antara graf lengkap K; dengan graf gergaji
GR,. Hasil yang diperoleh pada penelitian ini, ditulis dalam bentuk proposisi, dan di akhir
pembuktiannya diberikan tanda m.

2. Tinjauan Pustaka

Secara umum dikenal beberapa definisi, notasi, dan istilah pada graf. Graf G yaitu pasangan
himpunan (V(G),E(G)), dimana V(G) adalah himpunan berhingga tak kosong yang anggota-
anggotanya disebut titik, dan E'(G) adalah sebuah himpunan (mungkin kosong) dari pasangan
pasangan titik yang disebut sisi. Graf yang hanya terdiri dari titik-titik tanpa adanya sisi disebut graf
trivial. Graf G = (V,E), jikau, v € V dengan u # v dan uv = vu makanya graf G merupakan graf
sederhana (simple graph). Barisan titik dan sisi vy,eq,v,, €5, ...Vn_1,€n—1,Vy, dengan e; =
vV, i = 1,2,...,n — 1 disebut lintasan pada graf. Graf yang hanya memiliki sebuah lintasan
disebut graf lintasan yang dinotasikan P, untuk orde n.

Ada beberapa jenis operasi yang dikenal dalam teori graf. Operasi pada graf adalah salah satu
cara untuk mendapatkan graf baru dengan mengkonstruksi graf G dan graf H. Operasi graf yang
dilakukan pada penelitian ini adalah operasi jumlah antara dua graf yaitu graf lengkap dan graf
gergaji. Graf gergaji merupakan graf yang dikonstruksi melalui graf lintasan berorde genap dan graf
trivial. Misalkan P, 1y graf lintasan berorde 2(n + 1) dan (n + 1)K, adalah graf K; adalah graf
gabungan K; sebanyak n +1 dengan V(Pyn+1)) = {Uq, Uz, Us, «.s Uppy1, Usn2) dan V((n+
1)K1) = {vy,v,,v3, ..., V41 }. Graf gergaji dinotasikan dengan GR,, adalah graf yang berorde 3n +
3 dan berukuran 4n + 3 dengan himpunan titik V(Py41)) UV((n + 1)K1) dan himpunan sisi
E(Pymn+1)) U {Ugi—1Vi, upiv; 5 i = 1,2, ..., n + 1}. Misalkan G adalah graf dengan himpunan titik
V(G) dan himpunan sisi E(G), dan H adalah graf dengan himpunan titik V(H) dan himpunan sisi
E(H). Graf tambah antara G dan H, ditulis G + H, adalah graf dengan himpunan titik V(G + H) =
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V(G) U V(H) dan himpunan sisi E(G+H) = E(G)U E(H)UA, dengan A= {uv:ue€
V(G),v e V(H)} [6].

Misalkan diberikan graf K, dan graf GR,, dengan V(K;) = {u}danV(GR,) = {v;,v;; |1 <
i<n+1;j=12} Graf jumlah K;+GR,, dengan himpunan titik V(K; + GR,) =
{w,v,v;; |1 <i<n+1,j=12}danhimpunansisi E(K; + GR,) = {vv; juv;; |1 <i<n+
1;j = 1,2} U{uvy, v;19i5, v aViks11 |1 < i <n+1; 1 < k < nj. Graf jumlah K, + GR,, dapat
digambarkan sebagai berikut.

2] v Sse@ Untl

Gambar 2.1. Graf K; + GR,,

Misalkan terdapat sebuah graf terhubung G dengan V(G) adalah himpunan titik, S € V(G)
dan v € V(G), jarak antara titik v dengan kelas partisi S yang dinotasikan d (v, S), didefinisikan
sebagai d(v,S) = min{d(v, x)|x € S}. Misalkan terdapat sebuah graf terhubung G dan koleksi
himpunan [T = {S;, S, ..., Sk}, dengan S; merupakan partisi dari V(G). [] = {S1, S, ..., S} disebut
himpunan partisi dan S; disebut kelas partisi. Misalkan titik v € V (), representasi titik v terhadap
[1 dinotasikan r(vI[D = (d(v,5,),d(v,S3), ...,d(v,Sy)). Partisi terurut [] = {S;,S,, ..., Si}
dikatakan partisi pembeda (resolving partition) jika r(u|[]) # r(v|[]). Partisi pembeda (resolving
partition) [T yang kardinalitasnya terkecil disebut partisi pembeda minimum dari G. Partisi pembeda
minimum dari G disebut dimensi partisi graf G yang dinotasikan dengan pd(G) [3].

Dalam penentuan dimensi partisi untuk graf jumlah antara graf lengkap K; dengan graf gergaji
GR,, diperlukan beberapa sifat yang disajikan pada definisi, dan teorema sebagai berikut.

Definisi 2.1. Diberikan graf terhubung G dan titik u, v € V(G). Titik u, v dikatakan titik-titik setara
apabila memenuhi salah satu sifat berikut:

1. d(u,w) = d(v,w) untuk setiap w € V(G)\{u, v}

2. Terdapat titik ¢ sehingga d(u,c) + d(c,s) = d(v,c) +d(c,s), Vs € V(G)\{u, v}.

Teorema 2.1. Diberikan G graf terhubung dengan himpunan partisi [] dari V(G). Jika []
merupakan partisi pembeda graf G dan titik u dan v merupakan titik-titik yang setara kuat dalam
G, maka titik u dan v berada pada kelas partisi yang berbeda di [] [7].

Teorema 2.2. Diberikan G graf terhubung dengan himpunan partisi [] dari V(G). Jika []
merupakan partisi pembeda graf G, titik u dan v merupakan titik-titik yang setara lemah dalam G,
maka u dan v atau tetangga u dan tetangga v berada pada kelas partisi yang berbeda di [] [6].

Definsi 2.2. Diberikan graf terhubung G dan titik u, v € V(G). Titik u, v disebut titik-titik setingkat
apabila memenuhi sifat-sifat berikut:

o deg(u) =deg(v)
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o Jika d(u,x) = k, terdapat y € V(G) sedemikian sehingga d(u,x) = d(v,y) = k dan
[{x € V(G)ld(u,x) = k}| =|{y € V(®)ld(v,y) = k}| [6]

Teorema 2.3. Diberikan G graf terhubung dengan himpunan partisi [] dari V(G). Misalkan pula
titik u dan v titik-titik yang setingkat dalam G dan terdapat x,y € V(G) sedemikian sehingga
d(u,x) = d(v,y) = k. Jika [] merupakan partisi pembeda graf G dan k = min{d(u,a)|a €
S,S € [}, maka u dan v atau x dan y berada pada kelas partisi yang berbeda di [] [5].

Teorema 2.4. Jika G adalah graf berorde n > 3 dengan diameter d, maka g(n,d) < pd(G) < n —
d + 1, dengan g(n, d) merupakan bilangan bulat positif terkecil k sedemikian sehingga (d + 1) >
n.

Teorema 2.5. Misalkan G adalah graf terhubung berorde n, maka pd(G) = 2 jika dan hanya jika
G =P, [2].

3. Hasil Utama

Hasil utama yang dibahas dalam penelitian ini adalah menentukan dimensi partisi graf jumlah
antara graf lengkap K; dengan graf gergaji GR,,, untuk n € N. Secara umum graf K; + GR,, dapat
dilihat pada Gambar 2.1. Dimensi partisi graf K; + GR,, untuk n = 1 dan n > 1, masing-masing
ditunjukkan pada Proposisi 3.4 dan Proposisi 3.5. Sebelum menyajikan proposisi tersebut, terlebih
dahulu disajikan beberapa proposisi yang membantu dalam membuktikan hasil utama penelitian ini.

Proposisi 3.1. Diberikan graf jumlah K; + GR,, dengan V(K; + GR,) = {u,v;,v;; |1 <i<n+
1, j =12} dan E(K; + GRn) = {vivi,j'uvi,j | 1<i<n+1;j=12}uU {uvi'vi,lvi,ztvk,z
Vrt11l11 <i<n+1,; 1 <k < nj, maka:

a. Titik vy dan v, ; merupakan titik-titik setara kuat.
b.  Titik v, 4 dan titik v, 1 , merupakan titik-titik setara kuat.

Bukti:

Untuk membuktikan proposisi ini, menggunakan Definisi 2.1.
a.  Akan ditunjukkan titik v, dan titik v; ; merupakan titik-titik yang setara kuat.
- Untuk Y wy € {u,vy,}, d(vy, wy) = d(vyq,wy) = 1.
- Untuk Vw, €{v;,v;;|i €{23,..,n+1}%j = {1,2}}, d(vy, wy) = d(vy1,w;) = 2.

Jadi, d(vy,w) = d(vy,,w) untuk sebarang w € V(K; + GR,)\{vy, v, 1}, maka dari Definisi
2.1, diperoleh titik v; dan v; ; merupakan titik-titik yang setara kuat pada graf K; + GR,,.

b.  Akan ditunjukkan titik v, dan titik v, , merupakan titik-titik yang setara kuat.
- Untuk V wy € {u, v41}, dWpyr,w'y) = d(Vpp12w'y) = 1.
- Untuk ¥V wy € {v;, v ;| i € {1,2,...,n}; j = {1,2}}, d(Vps1,W'3) = d(Vpgr 2 w'5) = 2.
Jadi, d(vp41,W") = d(Vp412,Ww') untuk sebarang w' € V(K; + GRy)\{Vn41, Vnt1,2}, Maka
dari Definisi 2.1, diperoleh titik v,,4; dan v,41, merupakan titik-titik yang setara kuat pada
graf K; + GR,,. m
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Proposisi 3.2. Diberikan graf jumlah K; + GR,, dengan V(K; + GR,,) = {u, vy, Vi | 1<i<n+
1, j=12} dan E(K;+GR,) = {vivi,j,uvi,j | 1<i<n+1;j=12} U{uv,v;1v;5, V>
Vps1111 <1 <n+1,; 1 <k < n}, maka:

a. Titik v; dan vy, dengan i, k € {1,2, ..., n + 1} merupakan titik-titik setara lemah.

b. Titikv; dan v; j, dengan i € {1,2,...,n + 1} dan j € {1,2} merupakan titik-titik setara lemah.

c. Titik v;; dan vy, dengan i,k € {1,2,...,n+ 1} dan j,l € {1,2} merupakan titik-titik setara
lemah.

Bukti:

Untuk membuktikan proposisi ini, menggunakan Definisi 2.1.

a. Akan ditunjukkan titik v; dan titik v, dengan i, k € {1,2, ..., n + 1} merupakan titik-titik setara
lemah.
Terdapat titik u € V(K; + GR,,) sedemikian sehingga Vs € V(K; + GR,)\{v;, vx},
d(w;,u) +d(u,s) = d(vg,u) + d(u, s). Jadi, dari Definisi 2.1, diperoleh titik v; dan titik vy,
dengani, k € {1,2,...,n + 1} merupakan titik-titik setara lemah pada graf K; + GR,,.

b.  Akan ditunjukkan titik v; dan titik v; ;, dengan i € {1,2,...,n + 1} dan j € {1,2} merupakan
titik-titik setara lemah.
Terdapat titik u € V(K; + GR,) sedemikian sehingga Vs € V(K; + GR,)\{v;, v},
d(v,u) +d(u,s) = d(v;j,u) + d(u,s). Jadi, dari Definisi 2.1, diperoleh titik v; dan titik
v;j,dengani, € {1,2,..,n + 1} danj € {1,2} merupakan titik-titik setara lemah pada graf K; +
GR,,.

c. Akan ditunjukkan titik v;; dan titik v,;, dengan i,k € {1,2,..,n+ 1} dan j,l € {1,2}
merupakan titik-titik setara lemah.
Terdapat titik u € V(K; + GR,,) sedemikian sehingga Vs € V(K; + GR,)\{vi, v},
d(viju) +d(u,s) = d(vg,u) + d(u,s). Jadi, dari Definisi 2.1, titik v;; dan titik vy,
dengani, k € {1,2,...,n+ 1} dan k, [ € {1,2} merupakan titik-titik setara lemah pada graf K; +
GR,.m

Proposisi 3.3. Diberikan graf jumlah K; + GR,, dengan V(K; + GR,) = {u,v;,v;; |1 <i<n+
1;j=12} dan E(K;+GR,) ={vyvjuv;;|1<i<n+1;j =12} U{uv,v1vi2 Vk2
V1111 <i<n+1,; 1 <k <n}, maka:

a. Titikv; dan v, dengani # k, untuk setiap i, k € {1,2, ..., n + 1} merupakan titik-titik setingkat.

b. Titik v; dan vy 4, untuk setiap i € {1,2,...,n + 1} merupakan titik setingkat.

c. Titik v;dan v,.q,, untuk setiap i € {1,2, ..., n + 1} merupakan titik setingkat.

d. Titik vy ; dan v, 44 , merupakan titk setingkat.

e. Titik v; ; dan vy, selain titk vy ; dan titik vy, 445, untuk setiap i,k € {1,2,...,n+ 1} dan j,l €
{1,2} merupakan titik-titik setingkat.

Bukti:

a. Akan ditunjukkan titik v; dan v, dengan i # k, untuk setiap i, k € {1,2, ..., n + 1} merupakan
titik-titik setingkat.
- deg(v;) = deg(vy) untuk setiap i, k € {1,2,...,n+ 1} dengan i # k,
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Untuk v x; € {u, v;1,v;,}, d(v;,x;) = 1, terdapat y, € {u, vy 1, vk o} sedemikian sehingga
d(v;, x;) = d(vg,y;) = 1dan |{u, Vi,pvi,z}l = |{u, Uk,1:17k,2}| =3

Untuk V x, € V(K; + GR,)\N(v;), d(v;, x,) = 2, terdapat y, € V(K; + GR,)\N(vy)
sedemikian sehingga d(v;,x,) = d(vg,y,) =2 dan |[V(K; + GR,)\N(v)| = |[V(K; +
GRn)\N(Uk)l =3n,

Jadi, dari Definisi 2.2, titik v; dan titik v, dengan i # k, untuk setiap i,k € {1,2,...,n + 1}

merupakan titik-titik setingkat pada graf K; + GR,,.
Akan ditunjukkan titik v; dan vy 4, i € {1,2,...,n + 1} merupakan titik setingkat.

deg(v;) = deg(vy1), untuk setiap i € {1,2,...,n + 1},

Untuk Vv x3 € {u,v;1,v;,}, d(v;, x1) = 1, terdapat y; € {u, vy, vy ,} sedemikian sehingga
d(v;,x1) = d(vl’l,y{) = 1 dan |{u, vi'l,vi,2}| = |{u, vl,v1,2}| = 3,

Untuk V x; € V(ky + GR,)\N(vy), d(v;, x3) = 2, terdapat y; € V(ky + GR,)\N(v141),
sedemikian sehingga d(v;,x3) = d(vy4,¥5) =2 dan [V(k; + GRO\N ()| = |V (ky +
GRn)\N(V1,1)| = 3n,

Jadi, dari Definisi 2.2, titik v; dan titik vy ; untuk setiap i € {1,2, ...,n + 1} merupakan titik-

titik setingkat pada graf K; + GR,,.
Akan ditunjukkan titik v; dan v,,14 ,, i € {1,2, ..., n + 1} merupakan titik setingkat.

deg(v;) = deg(Vy4+1,2), untuk setiap i € {1,2,...,n + 1}.

Untuk Vv x1' € {w,v;1,v;,}, d(v;,x1") =1, terdapat y;" € {u, vy, vp411}, Sedemikian
sehingga d(v;, x1') = d(vm,y{’) = 1dan |{u, vi'l,vi,2}| = |{u, Vn, vn+1’1}| = 3.

Untuk Vv x5 €V(ky +GR)\N(v;), d(v;,x3) =2, terdapat y; € V(k;+ GR,)\
N(vn412), sedemikian sehingga d(vi,x3) = d(vps12,¥5) =2 dan [V(k; + GRy)\
Nyl = |V(k1 + GRn)\N(vn+1,2)| = 3n.

Jadi, dari Definisi 2.2, titik v; dan titik v, , untuk setiap i € {1,2,...,n + 1} merupakan

titik-titik setingkat pada graf K; + GR,,.
Akan ditunjukkan titik vy ; dan v, ,, merupakan titik setingkat.

deg(vl,l) = deg(Vn+1,2)

untuk Vv x;" € {u,vy,v1,}, d(v,xy") =1, terdapat y;" € {u, v, vy411}, Sedemikian
sehingga d(v;, x1"") = d(vy1,¥1") = 1 dan |{u,, vy, v1,}| = [{w vy, vns11}| = 3,

Untuk v x5’ € V(k; + GR)\N(vy 1), d(vy1,x5") =2, terdapat vy’ € V(ky + GR,)\
N(Vn41,2), sedemikian sehingga d(vyq1,x5") = d(vny12.¥5") =2 dan [V (ks + GRy)\
N(11)| = [V(ky + GRO\N (Un412)| = 31

Jadi, dari Definisi 2.2, titik v, ; dan titik v, ; , merupakan titik-titik setingkat pada graf

Ki + GR,,.
Akan ditunjukkan titik v; ; dan vy ;, selain titik v, ; dan titk vy, ;4 ,, dengan untuk setiap i,k €
{1,2,...,n+ 1} dan j,l € {1,2}merupakan titik-titik setingkat.

deg(v; ;) = deg(vy,) untuk setiap i, k € {1,2,...,n+ 1} dan j, 1 € {1,2\{v1 1, Vp412}-
untuk Vv 1"’ € {u, v, Vit j_2 (jmod 2)+1,Vi4j-1,( mod 9+1}» d(vijx1"") = 1, terdapat
yi'' € {u Vi Vk+1-2,(1 mod 2)+1,Vk+1-1,(1 mod 2)+1}: sedemikian sehingga d(vi,j»xim =
d(vi,j;y{'”) =1, dan |{u Vi, Vit j-2,(j mod 2)+1,Vi+j—1,(j mod 2)+1}| =

|{u, Vi) Vk+1-2,(1 mod 2)+1,Vk+1-1,(l mod 2)+1}| =4.
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- Untuk ¥ x5 € V(Ky + GRO\N(v; ), d(v;;,x3"") = 2, terdapat y;"' € V(K; + GRp)\
N(vk,;), sedemikian sehingga d(v;;,x3") =d(vipy5") =2, dan |V(Ky + GRy)\
N )| = [V(K;y + GR)\N (v )| = 3n — 1.

Jadi, dari Definisi 2.2, titik v; ; dan titik vy ;, selain titik vy ; dan titik v, 5, untuk i,k €

{1,2,..,n+ 1} dan j,l € {1,2} merupakan titik-titik setingkat pada graf K; + GR,,.m

Proposisi 3.4. Dimensi partisi pada graf K; + GR; adalah pd (K; + GR,) = 3.
Bukti:

Diberikan graf jumlah K; + GR; dengan himpunan titik V(K; + GRy) = {w, v, v ;|1 <i<2; j =
1,2} dan himpunan sisi E(Ky 4+ GRy) = {uv;j,vv; ;|1 <i<2; j=12}u
{uv;, v; 12, Vi 2Vk+1,111 < 1 < 2; 1 < k < 1}. Seperti pada gambar berikut.

2] (&)

V11 V1,2 V21 V2,2

Gambar 3. 1 Graf K; + GR,

Akan ditunjukkan bahwa pd(K; + GR,) = 3. Pilih himpunan partisi [] = {S;, S, S5} dari
himpunan titik  V(K; + GRy) dengan, S; = {w,vy,v,}, S, = {v11,V12} S5 = {v01, 22}
Representasi titik terhadap [] adalah sebagai berikut.

r@|[D ={011}
rv|[D  =1{012}
r(w.l[D  ={021}
7"(771,1|H) ={1,0,2}
7"(771,2|H) ={1,0,1}
7"(772,1“_[) ={1,1,0}
7"(772,2“_[) = {1,2,0}

Kita bisa melihat bahwa r(x|[]) # r(¥I[]) untuk V x,y € V(K; + GR;), maka [] merupakan
partisi pembeda dari graf K; + GR,. Jadi, batas atas dimensi partisi pada graf K; + GR, adalah
pd(K, + GR,) < 3.

Selanjutnya dikonstruksi himpunan partisi [[' = {S;,S3} dengan Kkardinalitas 2. Akan
ditunjukkan bahwa []" bukan merupakan partisi pembeda untuk graf K; + GR;. Terlihat bahwa graf
K; + GR, bukan graf lintasan, maka berdasarkan Teorema 2.5, pd K; + GR; # 2, sehingga dapat
disimpulkan bahwa batas bawah dimensi partisi pada graf K; + GR, adalah pd(K; + GR,) = 3.
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Berdasarkan batas atas dan batas bawah dari dimensi partisi graf K; + GR,, diperoleh
pd(K1+GR1):3..

Proposisi 3.5. Dimensi partisi pada graf K; + GR,, adalah pd (K; + GR,,) = n + 2.

Bukti:

Diberikan graf jumlah K; + GR; dengan himpunan titik V(K; + GR,,) = {u, Vi, Vi j |1<i<n+
1; =12} dan himpunan sisi E(K; + GR,) = {vivi_]-,uvi,j [1<i<n+1;j=12} U
{uv;, v 112, Vi 2Vke11 |1 S i< n+1; 1 < k <n}. Seperti pada Gambar 2.1.

Untuk n = 1, telah dibuktikan pada Proposisi 3.4 dan diperoleh pd(K; + GR;) = 3.

Untuk n > 1, Akan ditunjukkan bahwa pd(K; + GR,) = n + 2. Pilih himpunan partisi [ =
{81,S,, ..., Sns2} dari himpunan titik V(K; + GR,,) dengan,

Si={wv;},dengan1 <i <n+1,dan

Si+1 = {Ui,l,'l?i,z}, dengan 1<i<n+1

Represetasi titik pada graf K; + GR,, terhadap [] adalah sebagai berikut.

r|[D ={0,1,...,1},

TL+1
r(vlll'[)—{OZ 52,122 isisn+1

n-— l+1

r(v11|]'[)—{1,0,2, 2},
r(vil|1'[):{12 2102 25 2<i<n+1

n—i+1

r(v12|]_[)—{12 2 0,1,2,..,2},1<i<n

n-i

r(vn+12|H) = {1 2 ,0}.

Tl

Kita bisa melihat bahwa r(x|[]) # r(y|[]) untuk ¥ x,y € V(K; + GR,,), maka [] merupakan
partisi pembeda dari graf K; + GR,,. Jadi, batas atas dimensi partisi pada graf K; + GR,, adalah n +
2 atau pd(K; + GRy) <n + 2.

Selanjutnya dikonstruksi himpunan partisi []' = {S1, S5, ..., Sn+2-1} dengan kardinalitas n +
2 — 1. Akan ditunjukkan bahwa []" bukan merupakan partisi pembeda untuk graf K; + GR,,.
Menurut Proposisi 3.3, titik v;, v 1, V412 UNtuk Vi € {1 < i < n + 1} merupakan titik setingkat.
Karena mengingat hanya terdapat n + 1 kelas partisi maka terdapat dua titik setingkat a,b €
{vi, V11, Vn412} UNtUK Vi € {1 < i < n + 1} yang berada pada kelas partisi yang sama. Pandang
kasus berikut.

Kasus 1 Jika terdapat suatu kelas partisi yang memuat dua titik setara kuat katakan v,, v, 1 € S/
atau vy, vp412 € S untuk i € {1,2,...,n + 1} seperti pada Proposisi 3.1, maka terdapat dua titik

setara kuat yang berada pada kelas partisi yang sama. Oleh karena itu, berdasarkan Teorema 2.1, [’
bukan partisi pembeda.

Kasus 2 Untuk sebarang titik a, b € S/ dengan a, b bukan titik setara kuat. Perhatikan bahwa
untuk setiap x € V(K; + GR,)\{u}, maka d(u, x) = 1, sehingga:

Subkasus 2.1 Jika u,a,b € S; dan mengingat hanya terdapat n + 1 kelas partisi maka
terdapat paling sedikit dua titik yaitu x;, x, € V(K; + GR,,)\{u} berada pada kelas partisi yang
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sama. Katakan x;,x, € S/ dengan j # i, sehingga akan memenuhi salah satu dari dua
kemungkinan berikut.

e Kemungkinan 1 Jika titik xy,x; € {v;, v J\{v11,Vn412} dengan ik €
{1,2,...,n+ 1} danj,l € {1,2} maka untuk sebarang c € {1,2, ...,n + 1} dapat dipilih
titik w; € S, sehingga d(v;;,w;) =m dengan m = min{d(v;;y:)|y: € Sc}.
Karena v;; dan v,; merupakan titik setingkat, seperti pada Proposisi 3.3, maka
terdapat w, € S;, sehingga d(vy;,S.) = m. Berdasarkan Teorema 2.3, []' bukan
partisi pembeda.

e Kemungkinan 2 Jika x; € {v;, 111, Vn412|l Si<n+1} dan x, € {v ;|1 <i <
n+1,j = 1,2}\{x;} serta untuk V x; € N(x;) dan x; € N(x,) berada pada kelas
partisi yang sama maka berdasarkan Proposisi 3.2, titik x; dan x, adalah setara lemah,
sehingga dari Teorema 2.2, [’ bukan partisi pembeda.

Subkasus 2.2 Jika u ¢ S; maka untuk sebarang ¢ € {1,2, ...,n + 1}\{i} dapat dipilih titik
w'y € S/, sehingga d(a,w'y) = m"” dengan m'’ = min{d(a,y,)|y, € S/}. Karena a dan b
adalah titik setingkat, maka terdapat w, € S/, sehingga d(b, w;) = m'’. Berdasarkan Teorema
2.3, [T’ bukan partisi pembeda.

Jadi, karena hanya terdapat n + 1 kelas partisi, maka setiap kelas partisi pada []" memuat

pasangan titik setingkat atau memuat titik-titik yang memiliki jarak yang sama terhadap pasangan
titik setingkat, sehingga diperoleh []" bukan merupakan partisi pembeda, atau pd(K; + GR,) # n +
1, maka dapat disimpulkan bahwa batas bawah dimensi partisi dari graf K; + GR,, adalah
pd(K; + GR,) = n + 2. Berdasarkan batas atas dan batas bawah dari graf K; + GR,,, diperoleh
pd(K; +GR,) =n+2.m

4.

Kesimpulan

Berdasarkan Proposisi 3.4 dan Proposisi 3.5 telah diperoleh bahwa batas atas dan batas bawah

dimensi partisi dari graf K; + GR,, adalahn + 2. Dengan kata lain pd(K; + GR,,) < n + 2, dan
pd(Ky + GR,) = n + 2. Hal ini berarti pd(K; + GR,,) = n+ 2,untukn € N.
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