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Abstract

Graph labeling is one of the significant topics in graph theory. One of its interesting variants is
Fibonacci prime labeling, a special type of labeling that assigns Fibonacci numbers as vertex labels
while satisfying certain conditions. A graph labeling is an assignment of labels (elements of some
set) to elements of a graph, usually the vertices or the edges (or both) of the graph. Several previous
studies have shown that some classes of graphs, such as cycle graphs, fan graphs, and umbrella
graphs, satisfy the criteria for Fibonacci prime labeling. Moreover, previous research has proven
that flower graphs and double flower graphs admit prime labeling. Motivated by these findings, this
study aims to explore whether these two classes of graphs also admit Fibonacci prime labeling. This
exploration seeks to identify a potential relationship between prime labeling and Fibonacci prime
labeling in these graph classes. This research focuses on graphs with an even number of vertices.
The methods used include literature review and mathematical proof. The novelty of this study lies
in extending the results of prime labeling to Fibonacci prime labeling for flower and double flower
graphs. The results show that both graph classes with an even number of vertices belong to the class
of graphs that admit Fibonacci prime labeling.
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Abstrak
Pelabelan graf merupakan salah satu topik penting dalam teori graf. Salah satu variannya yang
menarik adalah pelabelan prima Fibonacci, yaitu jenis pelabelan khusus yang menggunakan
bilangan Fibonacci sebagai label simpul, dengan memenuhi syarat-syarat tertentu. Pelabelan graf
sendiri adalah pemberian label (elemen dari suatu himpunan) kepada elemen-elemen dari sebuah
graf, biasanya pada simpul, sisi, atau keduanya dari graf tersebut. Sejumlah penelitian sebelumnya
telah membuktikan bahwa beberapa kelas graf seperti graf siklik, graf kipas, dan graf payung
memenuhi kriteria pelabelan prima Fibonacci. Selain itu, penelitian terdahulu juga telah
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menunjukkan bahwa graf bunga dan graf bunga berganda memiliki pelabelan prima. Berdasarkan
temuan tersebut, penelitian ini tertarik untuk mengkaji lebih lanjut apakah kedua kelas graf tersebut
juga memenubhi pelabelan prima Fibonacci. Hal ini dilakukan untuk melihat adanya kemungkinan
hubungan antara pelabelan prima dan pelabelan prima Fibonacci pada kelas graf tersebut. Fokus
penelitian ini adalah pada graf-graf dengan jumlah simpul genap. Metode yang digunakan meliputi
kajian literatur dan pembuktian matematis. Kebaruan dari penelitian ini terletak pada perluasan
hasil pelabelan prima ke pelabelan prima Fibonacci pada graf bunga dan graf bunga berganda. Hasil
penelitian menunjukkan bahwa kedua kelas graf tersebut dengan jumlah simpul genap termasuk
dalam merupakan graf yang memiliki pelabelan prima Fibonacci.

Kata kunci: Pelabelan graf, pelabelan prima Fibonacci, graf bunga

1. PENDAHULUAN DAN KONSEP DASAR

Graf G adalah pasangan himpunan (V, E) dimana V adalah himpunan tak kosong, dan E adalah
himpunan (mungkin kosong) dari pasangan elemen V yang tidak berurutan. Pada graf G elemen V
menyatakan simpul dari G dan elemen E menyatakan sisi dari G. Biasanya dituliskan V(G)
menyatakan himpunan simpul dari G dan E (G) menyatakan himpunan sisi dari G [8]. Graf memiliki
banyak jenis beberapa di antaranya adalah graf cycle, graf wheels, graf helm dan ada banyak lagi
graf lain. Graf cycle dinotasikan dengan C,, adalah graf dengan n simpul dan n sisi, semua berada
pada dalam satu siklus [7]. Graf Wheels yang dinotasikan dengan W, terbentuk ketika ditambahkan
satu simpul baru ke dalam graf cycle C,, (dengann > 3) dan menghubungkan simpul baru ini dengan
setiap n simpul pada graf C, tersebut dengan sisi-sisi baru [16]. Graf helm H,, adalah graf yang
diperoleh dari graf Wheels W, dengan menambahkan satu sisi gantung pada setiap simpul dari
n —cycle [5]. Berikut diberikan contoh graf pada Gambar 1.1 berikut.

C4 Ha W,

Gambar 1.1. Graf Cycle C,, Graf Helm H,, dan Graf Wheel W,

Selanjutnya akan dibahas graf bunga yang dinotasikan dengan FIl(n), dengan n bilangan bulat
positif. Sebelum masuk pada pembahasan graf bunga akan diberikan penjelasan simpul gantung
sebagai bagian yang membangun graf bunga. Simpul v disebut simpul gantung jika dan hanya jika
terhubung ke satu simpul lain, dan sebuah sisi gantung e = uv disebut sisi gantung jika salah satu
simpul ujungnya merupakan simpul gantung [11]. Graf bunga FI(n) adalah graf yang dikonstruksi
dari graf Helm H, dengan cara menghubungkan setiap simpul gantung dalam H,, ke satu simpul
pusat yang disebut sebagai apeks. Graf bunga FI(n) memiliki tiga jenis simpul, yaitu satu apeks
dengan derajat 2n, n simpul dengan derajat 4, dan n simpul dengan derajat 2 [1], seperti pada
Gambar 1.2.
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Gambar 1.2. Graf Bunga Fl(n)

Graf Bunga Berganda (double flower graph) Fl,(n) adalah graf yang dibentuk dengan
menduplikasi graf bunga Fl(n) sebanyak 2 kali lalu menyatukan masing-masing simpul pusatnya
[15]. Graf Fl,(n) diberikan seperti pada Gambar 1.3 berikut.

Gambar 1.3. Graf Fl,(n)

Suatu fungsi f dari A ke B adalah pemetaan tepat satu elemen B untuk setiap elemen A. Dapat
ditulis f(a) = b, jika b adalah elemen unik dari B yang dipetakan oleh fungsi f kepada elemen a
dari A. Jika f adalah fungsi dari A ke B, dapat ditulis f: A — B. Fungsi f dikatakan satu-satu (one-
to-one), atau injektif, jika dan hanya jika f(a) = f(b) mengakibatkan a = b untuk semua a dan b
dalam domain f. Suatu fungsi dikatakan injektif jika ia bersifat satu-satu (one-fo-one) [3]. Diberikan
bilangan bulat a dan b, dengan salah satunya tidak nol. Great common divisor dari a dan b,
dinotasikan dengan gcd(a, b), adalah bilangan bulat positif d jika dan hanya jika a) d pembagi a, d
pembagi b; b) jika ¢ pembagi a, dan ¢ pembagi d, maka ¢ < d [2]. Karena pelabelan prima
Fibonacci melibatkan penggunaan bilangan Fibonacci, selanjutnya diberikan definisi tentang
bilangan Fibonacci dan beberapa sifat yang akan digunakan dalam pembuktian teorema. Bilangan
Fibonacci didefinisikan seperti pada Definisi 1.1 berikut.

Definisi 1.1.[17] Barisan Fibonacci didefinisikan secara rekursif dengan F; = 1,F, = 1, dan F,, =
F,_1 + F,,_5,untuk n = 3. Suku-suku dalam barisan ini disebut bilangan Fibonacci.

Sifat 1.2. [6] Untukn = 0, gcd(F,, Fppq) = 1.
Sifat 1.3. [6] Untukn = 0, gcd(Ey, Fpyp) = 1.

Salah satu topik penting yang terdapat pada teori graf yang memiliki banyak aplikasi dalam
ilmu komputer, optimasi jaringan dan kriptografi adalah pelabelan graf. Pelabelan graf adalah
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pemberian label (elemen dari suatu himpunan) ke elemen-elemen graf G, biasanya pada simpul
(vertex) atau sisi (edge), atau keduanya. Jika hanya simpul dari graf G yang diberi label, maka graf
yang dihasilkan adalah graf berlabel simpul. Dalam kasus sisi, graf yang dihasilkan graf berlabel
sisi [4]. Sampai saat ini pelabelan graf masih terus dikembangkan dan ada banyak sekali jenis
pelabelan pada graf seperti pelabelan gracefull, pelabelan harmonius, pelabelan prima, pelabelan
prima Fibonacci dan masih banyak lagi. Pada artikel ini akan difokuskan pada pelabelan prima
Fibonacci. Pelabelan prima Fibonacci pada graf G = (V(G), E(G)) dengan |V (G)| = n (dengan n
bilangan bulat positif) adalah fungsi injektif g:V(G) — {F,,Fs, ..., Fy4+1}, dimana F, adalah
bilangan Fibonacci ke n, yang menginduksi fungsi g': E(G) — N di definisikan oleh g'(uv) =
ged(g(w)g(v)) = 1,Yuv € E(G). Graf yang memiliki pelabelan prima Fibonacci disebut graf
prima Fibonacci [19].

Salah satu graf yang menerima pelabelan prima Fibonacci dan disebut sebagai graf prima
Fibonacci adalah graf cycle. Graf cycle (C,,) adalah graf prima Fibonacci untuk n > 3 [19]. Para
ahli telah melakukan penelitian dan membuktikan konsep pelabelan prima Fibonacci melalui
penelitian mereka antara lain, pelabelan prima Fibonacci pada graf path B, graf cycle C,, graf fan
P,', graf umbrella Uy, ,,, graf star K ,,, graf friendship F,, dan graf dragon D, (m) [19], pelabelan
prima Fibonacci pada graf cycle dan sejenisnya [3], pelabelan prima Fibonacci pada graf ular [10],
pelabelan prima Fibonacci ke-k pada graf H dan grafulat H,, [ 18], pelabelan prima simpul Fibonacci
pada beberapa graf [12], dan pelabelan prima Fibonacci ke-K pada graf [14].

Pada penelitian sebelumnya, telah dibuktikan bahwa graf bunga Fl(n) memiliki pelabelan
prima untuk n = 3 [1]. Selanjutnya, Rahmadani dkk. [15] telah membuktikan bahwa graf bunga
berganda Fl,(n) untuk n >3 dan r = 2, 3, juga memiliki pelabelan prima. Selain itu, telah
dibuktikan bahwa graf busur (bow graph) dan graf bunga (shell flower graph) memiliki pelabelan
graceful [9] dan beberapa graf bunga memiliki pelabelan Integer Cordial and Face Integer Cordial
[13]. Dalam penelitian ini dibuktikan bahwa kelas graf bunga Fl(n) dan graf bunga berganda
Fl,(n), untuk n > 3 memiliki pelabelan prima Fibonacci.

2. METODE PENELITIAN

Penelitian ini dilakukan dengan metode studi literatur dan eksplorasi yang berfokus pada peninjauan
dan analisis hasil penelitian terdahulu terkait pelabelan prima Fibonacci. Pertama-tama, diberikan
definisi graf bunga bunga Fl(n) dan graf bunga berganda FI,(n) untuk n = 3. Kemudian
menentukan pelabelan prima Fibonacci pada graf bunga Fl(n) dan graf Fl,(n) untuk beberapa nilai
ntertentu sampai ditemukan pola pelabelannya. Melalui analisis pola, dirumuskan teorema
pelabelan prima Fibonacci pada graf bunga Fi(n) dan graf Fl,(n) untuk setiap n = 3. Terakhir,
teorema dibuktikan secara matematis bahwa graf bunga Fl(n) dan graf Fl,(n) memiliki pelabelan
prima Fibonacci serta merumuskan kesimpulan terhadap hasil yang diperoleh.

3. HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bagian ini akan dibuktikan secara matematis bahwa graf bunga FI(n) untuk n > 3 adalah graf
prima Fibonacci. Graf bunga Fl(n) adalah graf yang dikonstruksi dari graf He/m H,, dengan cara
menghubungkan setiap simpul gantung (simpul berderajat satu) pada H,, ke satu simpul pusat yang
disebut sebagai apeks. Akibatnya, graf FI(n) terdiri dari tiga jenis simpul, yaitu satu apeks dengan
derajat 2n, n simpul dengan derajat 4, dan n simpul dengan derajat 2 [6]. Graf bunga FI(n) dapat
menjadi dasar dalam mengkonstruksi graf bunga berganda Fl,.(n). Graf Fl,(n) adalah graf yang
dibentuk dari r salinan graf bunga FIl(n) lalu menyatukan masing-masing simpul pusatnya [7]. Pada
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penelitian ini juga dibuktikan bahwa graf bunga berganda Fl,(n) untuk n = 3 juga merupakan graf
prima Fibonacci.

Pertama, dibuktikan bahwa graf bunga Fl(n) adalah graf prima Fibonacci.
Teorema 3.1. Graf bunga Fl(n) untuk bilangan bulat genap n = 3 merupakan graf prima
Fibonacci.
Bukti:
Misalkan graf bunga Fl(n) adalah graf yang memiliki himpunan simpul:
V(FIn)) ={c,u;,v;|i=123,...,n}

Banyaknya simpul dari graf bunga Fl(n) dapat dihitung dengan meninjau setiap elemen yang
ada di himpunan tersebut:

o Terdapat satu simpul pusat ¢

e Terdapat n simpul u; untuk i = 1,2,3, ..., n.

o Terdapat n simpul v; untuk i = 1,2,3, ..., n.

Selanjutnya menghitung total banyaknya simpul 1 + n+n=2n+1

Sehingga total banyaknya simpul |[V(Fl(n))| = 2n + 1
Kemudian himpunan sisi graf Fl(n) adalah.

E(Fl(n)) = {cu;, cv;, uyv;, uui i = 1,2,3, ..., n}

Selanjutnya, diberikan graf bunga Fl(n) seperti pada Gambar 3.1 berikut.

Gambar 3.1. Graf Bunga Fl(n)

Selanjutnya dibuktikan bahwa pelabelan simpul g:V(FI(n)) — {F,, F3,F,, ..., Foni2}
adalah fungsi injektif. Didefinisikan pelabelan simpul pada graf bunga FI(n) sebagai berikut

g@)=F=1 (1)
gw) = F4,1<i<n (2
gw) =Fi,1<i<n 3)

Berdasarkan Persamaan (2) — (3) diperoleh bahwa nilai g(u;) selalu bilangan genap, dan
nilai g(v;) selalu bilangan ganjil untuk setiap 1 < i < n. Oleh karena itu, untuk a,b € V(FL,)
dengan a # b maka g(a) # g(b). Sehingga terbukti bahwa g: V(Fl(n) ) —= {F,, F3,Fy, ..., Fonia}
adalah fungsi injektif.

Selanjutnya akan dibuktikan fungsi terinduksi g’: E(Fl(n)) = N yang didefinisikan
dengan g’ (ab) = gcd(g(a),g(b)),Vab € E(Fl(n)).

Perhatikan beberapa kasus berikut:
Kasus 1.

ged(g(c), 9(w)) = gcd(Fy, Faj42)
= ged(1, F2j+2)
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=1
ged(g(e), 9(v;)) = ged(Fy, Faji1)
= ged(, sz+1)
=1
Jelas bahwa, gcd(1, a) = 1, untuk setiap a € Z.
Kasus 2.
ged(g(w), 9(v)) = gcd(Fyj42, F2j41)

Berdasarkan Sifat 1.2, karena g(u;) dan g(v;) adalah dua bilangan Fibonacci yang berurutan maka
diperoleh gcd (g (uj), g(vj)) =1.

Kasus 3.

gcd(g(uj), g(uj+1)) = ng(F2j+2; F2j+4)

Berdasarkan Sifat 1.3, diperoleh ged(g(v;), g(uj+1)) = 1.

Sehingga terbukti bahwa g’(ab) = gcd(g(a), g(b)) =1,V ab € E(Fl(n) ). Oleh karena itu, graf
bunga Fl(n) adalah graf prima Fibonacci. [

Sebagai illustrasi, diberikan pelabelan prima Fibonacci pada graf bunga FI(4) seperti pada Gambar
3.2 berikut.

34

13

Gambar 3.2. Pelabelan prima Fibonacci pada Graf Bunga FI(4)

Selanjutnya, dibuktikan bahwa kelas graf Fl,(n) untuk bilangan bulat genap n = 3 memiliki
pelabelan prima seperti yang diberikan pada Teorema 3.2 berikut.

Teorema 3.2. Graf bunga berganda Fl,(n) untuk bilangan bulat genap n = 3 merupakan graf
prima Fibonacci.
Bukti:
Misalkan FI,(n) adalah graf yang memiliki himpunan simpul:
V(Fl,(n)) ={c,u;,v;,w;, x;|i =1,2,3,... ,n}.

Banyaknya simpul dari graf Fl,(n) dapat dihitung dengan meninjau setiap elemen yang ada
pada himpinan tersebut:

e Terdapat satu simpul pusat ¢

e Terdapat n simpul u; untuk i = 1,2,3, ..., n.

e Terdapat n simpul v; untuk i = 1,2,3, ..., n.

e Terdapat n simpul w; untuk i = 1,2,3, ..., n.
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e Terdapat n simpul x; untuk i = 1,2,3, ..., n.
Selanjutnya menghitung total banyaknya simpul 1l + n+n+n+n=4n+1
Sehingga total banyaknya simpul |V (Fl,(n))| =4n+1
Kemudian himpunan sisi graf Fl, (n) adalah.
E(Fl,(n)) = {cuy, cv;, cwy, cxj, U vy, Wilkip 1, WiXi, Wiwi o4 |1 = 1,2,3, ..., n}.
Selanjutnya, graf Fl,(n) ditunjukkan seperti pada Gambar 3.3 berikut.

Gambar 3.3. Graf Fl,(n)

Selanjutnya dibuktikan bahwa pelabelan simpul g:V(Fl,(n)) = {F;, F3, Fy, ..., Fanyo}
adalah fungsi injektif. Didefinisikan pelabelan simpul pada graf bunga modifikasi Fl,(n) sebagai
berikut:

gleo)=FK=1 4)
gw) =Fypp1<isn (5)
gW) =F4q,1<i<n (6)
9Wy) = Faiyone1, 1S 0 <m (7)
9x) = Fiyoni 1Si<n 3

Berdasarkan Persamaan (4)-(8) diperoleh bahwa nilai g (u;) dan g(x;) selalu bernilai genap,
dan diperoleh juga bahwa g (v;) dan g(w;) selalu bernilai ganjil untuk setiap 1 < i < n. Oleh karena
itu, untuk a,b € V(Fl,(n)) dengan a # b, maka g(a) # g(b). Sehingga terbukti bahwa
g:V(Fl,(n)) = {F,, F3,F,, ..., F4n4 >} adalah fungsi injektif.

Selanjutnya, akan dibuktikan fungsi terinduksi g’: E(Fl,(n)) - N yang didefinisikan
dengan g’ (ab) = gcd (g(a),f(b)),v ab € E(Fl,(n)).

Perhatikan beberapa kasus berikut:

Kasus 1.

ged(g(c), g(uy)) = gcd(Fy, Fait2)
= ged(1, Fai42)
=1.

ged(g(c), g(y)) = gcd(F2, Fzi41)
= ged(1, Fai41)
=1.

ged(g(c), g (wy)) = gcd(Fy, Faivons1)
= ged(1, Fai42n41)
=1.

ged(g(c), g (x:)) = ged(F2, Faivan+2)

= ged (Fy, Fajyons2)
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= 1.
Kasus 2.
ged(g(wy), g(vy) = ged(Fai+2, Fait1)-
Berdasarkan sifat 1.2, karena g(u;) dan g(v;) adalah dua bilangan Fibonacci yang berurutan maka
diperoleh gcd(g(ui),g(vi)) =1.
Kasus 3.
ged(g(wy), g(x)) = ged (Faivan+2 Faivons1) = 1.
Berdasarkan sifat 1.2, karena g(w;) dan g(x;) adalah dua bilangan Fibonacci yang berurutan maka
diperoleh gcd(g(w;) g(x;)) = 1.

Kasus 4

ged(g(uy), 9(ui+1)) = ged(Fai+2, Faita)
Berdasarkan sifat 1.3, diperoleh gcd(g(u;), g(u;4+1)) = 1.
Kasus 5.

ged(gwy), gWiy1)) = ged (Faivan+2r Faivona) -
Berdasarkan sifat 1.3, diperoleh gcd(g(w;), g(wi41)) = 1.

Sehingga terbukti bahwa g’(ab) = ged(g(a), g(b)) =1,V ab € E(Fl,(n)). Oleh karena itu, graf
bunga berganda Fl,(n) adalah graf prima Fibonacci. m

Sebagai illustrasi, diberikan pelabelan prima Fibonacci pada graf Fl, (4) seperti pada Gambar 3.4,

Gambar 3.4. Pelabelan prima Fibonacci pada Graf Fl,(4)

Berdasarkan Teorema 3.1 dan Teorema 3.2 terbukti bahwa dua kelas graf bunga Fl(n) dan Fl,(n)
untuk n bilangan bulat genap juga memiliki pelabelan prima Fibonacci. Meskipun hasil penelitian
menunjukkan bahwa graf bunga Fl(n) dan graf Fl,(n) merupakan graf prima Fibonacci untuk
bilangan bulat genap n > 3, tetapi dalam penelitian ini telah dilakukan observasi untuk beberapa
bilangan bulat ganjil n > 3. Hasil observasi menunjukkan bahwa graf bunga Fl(n) dan Fl,(n)
untuk beberapa n bilangan bulat ganjil juga memiliki pelabelan prima Fibonacci. Tetapi, pola yang
kompleks mengakibatkan pembuktiannya secara umum masih belum ditemukan. Hasil penelitian
ini memperluas studi sebelumnya tentang pelabelan graf khususnya pada kelas graf bunga.
Penelitian terdahulu menunjukkan bahwa graf bunga FI(n) memenuhi syarat pelabelan prima
untuk n = 3n [1]. Rahmadani dkk. [15] kemudian memperluas hasil ini dengan membuktikan
bahwa graf bunga berganda Fl,.(n) untuk r = 2,3 dan n > 3 , juga memiliki pelabelan prima. Di
sisi lain, telah diketahui pula bahwa graf busur (bow graph) dan graf bunga kerang (shell flower
graph) memiliki pelabelan graceful [9], serta beberapa graf bunga lainnya terbukti memiliki
pelabelan Integer Cordial dan Face Integer Cordial [13]. Hasil penelitian ini menunjukkan bahwa
struktur graf yang telah diketahui memiliki pelabelan prima, graceful, Integer Cordial dan Face



147
JURNAL MATEMATIKA, STATISTIKA DAN KOMPUTASI
Desi Rahmadani, Afie Ahmadani, Tjang Daniel Chandra, Mochammad Hafiizh

Integer Cordial juga dapat memenuhi syarat pelabelan prima Fibonacci, yang memiliki sifat lebih
spesifik dari pelabelan prima.

4. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil penelitian dan pembahasan yang telah dilakukan, dapat disimpulkan bahwa graf
bunga Fl(n) dan graf bunga berganda Fl,(n) dengan n > 3 dan n bilangan genap merupakan graf
prima Fibonacci. Hal ini dibuktikan dengan konstruksi pelabelan prima Fibonacci yang memenuhi
syarat berupa pelabelan simpul merupakan fungsi injektif dan gcd(g(u), g(v)) = 1, untuk setiap
simpul u dan v yang bertetangga. Penelitian ini memperluas penentuan pelabelan Prima Fibonacci
dengan mengaplikasikannya pada graf yang lebih kompleks, yaitu graf bunga dan graf FI,(n).
Namun, berdasarkan observasi awal terhadap graf bunga Fl(n) dan graf Fl,(n), diduga bahwa
untuk n bilangan ganjil memiliki pelabelan prima Fibonacci. Tetapi, pola umum untuk pelabelan
prima Fibonacci untuk graf tersebut belum ditemukan sehingga masih menjadi masalah terbuka.
Hasil penelitian ini tidak hanya memperkaya kelas graf yang diketahui memiliki pelabelan prima
Fibonacci, tetapi juga membuka peluang untuk mengeksplorasi pelabelan serupa pada kelas graf
lainnya yang memiliki struktur kompleks seperti graf bunga Fl(n) dan Fl,(n) untuk n bilangan
bulat ganjil, graf bunga kerang (shell flower graph), maupun kelas graf lainnya yang masih menjadi
masalah terbuka
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