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Abstract 
As science develops, a module has been generalized to a new algebraic structure called (𝑅, 𝑆)-

module. Some of the concepts in the module can also be extended into the (𝑅, 𝑆)-module structure. 

The concepts related to the Noetherian module and the Artinian module have never been developed 

into the (𝑅, 𝑆)-module structure. Therefore, this study aims to examine the development results 

related to the Noetherian module and the Artinian module in the (𝑅, 𝑆)-module. In this paper, we 

present the definition of Noetherian (𝑅, 𝑆)-module, the definition of Artinian (𝑅, 𝑆)-module, and 

the development results of its properties in the (𝑅, 𝑆)-module structure. 
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Abstrak  
Seiring perkembangan ilmu pengetahuan, suatu modul telah diperumum menjadi struktur aljabar 

baru yang disebut dengan (𝑅, 𝑆)-modul. Beberapa konsep di dalam modul juga dapat dikembangkan 

ke dalam struktur (𝑅, 𝑆)-modul. Konsep terkait modul Noether dan modul Artin belum pernah 

dikembangkan ke dalam struktur (𝑅, 𝑆)-modul. Oleh karena itu, penelitian ini bertujuan untuk 

mengkaji hasil pengembangan terkait modul Noether dan modul Artin di dalam (𝑅, 𝑆)-modul. Pada 

tulisan ini disajikan pendefinisian dari (𝑅, 𝑆)-modul Noether, pendefinisian (𝑅, 𝑆)-modul Artin, 

serta hasil pengembangan sifat-sifatnya di dalam struktur (𝑅, 𝑆)-modul. 

 

Kata kunci: noether, artin, (𝑅, 𝑆)-modul 
 

1.  PENDAHULUAN 

Dalam perkembangannya, suatu ring mengalami proses perumuman menjadi sebuah modul, 

dengan ring dianggap sebagai kejadian khususnya. Oleh karena itu, para peneliti berusaha 
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memperumum definisi-definisi di dalam teori ring menjadi sebuah definisi dalam modul. Beberapa 

definisi yang mengalami perumuman diantaranya adalah ideal pima yang diperumum menjadi 

submodul prima, ideal maksimal yang diperumum menjadi submodul maksimal, ring Noether yang 

diperumum menjadi modul Noether, serta ring Artin yang diperumum menjadi modul Artin. Seperti 

yang telah diketahui, struktur ring dan modul sendiri mempunyai perbedaan yang signifikan, yaitu 

dalam modul tidak selalu dikenal operasi perkalian antar anggotanya, sementara ring mempunyai 

operasi perkalian di dalamnya. Selain itu, definisi modul sendiri melibatkan dua struktur yaitu grup 

aditif yang komutatif dan ring (dengan elemen satuan). Menurut Adkins [1] dan Wijayanti, dkk. [3], 

modul merupakan grup aditif abelian yang dilengkapi sebuah operasi pergandaan skalar atas suatu 

ring. Dari struktur modul, dapat diturunkan suatu struktur baru yang disebut dengan bimodul. 

Apabila diberikan ring 𝑅 dan ring 𝑆, grup aditif abelian 𝑀 merupakan (𝑅, 𝑆)-bimodul apabila 𝑀 

merupakan modul kiri atas ring 𝑅, 𝑀 merupakan modul kanan atas ring 𝑆, serta memenuhi sifat 

kompabilitas yaitu 𝑟(𝑚𝑠) = (𝑟𝑚)𝑠 untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑚 ∈ 𝑀, dan 𝑠 ∈ 𝑆. 

Suatu grup aditif Abelian yang merupakan 𝑅-modul kiri dan 𝑆-modul kanan tidak selalu 

memenuhi sifat kompatibilitas. Sebagai contoh, diberikan 𝑆∗ adalah ring matriks diagonal berukuran 

2 × 2 atas 2ℤ, ring 𝑅 =  {(
𝑎 𝑏
0 0

) |𝑎, 𝑏 ∈ 2ℤ}, dan grup abelian 𝑀 = {(
𝑥
𝑦) |𝑥, 𝑦 ∈ 2ℤ} terhadap 

operasi penjumlahan vektor. Dibentuk ring 𝑆 yakni ring 𝑆∗ dengan operasi perkalian yang 

didefinisikan sebagai berikut: untuk setiap matriks diagonal 𝐴, 𝐵 di 𝑆 didefinisikan 𝐴𝐵: = 𝐵𝐴. 

Selanjutnya, pabila didefinisikan operasi pergandaan skalar _ ∗ _  ∶ 𝑀 ×  𝑆 → 𝑀 dengan 𝑚 ∗ 𝐴: =
 𝐴𝑚 untuk setiap vektor 𝑚 ∈ 𝑀 dan matriks diagonal 𝐴 ∈ 𝑆 maka diperoleh bahwa grup aditif 

abelian 𝑀 merupakan 𝑅-modul kiri serta merupakan 𝑆-modul kanan. Kemudian diambil sebarang 

matriks 𝐵 ∈ 𝑅, vektor 𝑚 ∈ 𝑀, dan matriks diagonal 𝐴 ∈ 𝑆, diperoleh bahwa (𝐵𝑚) ∗ 𝐴 ≠ 𝐵(𝑚 ∗
𝐴). Dengan demikian, 𝑀 bukan merupakan (𝑅, 𝑆)-bimodul karena tidak terpenuhinya sifat 

kompabilitas. 

Selanjutnya, didefinisikan operasi pergandaan skalar _ ⋅ _ ∗ _  ∶ 𝑅 × 𝑀 × 𝑆 → 𝑀 dengan 

definisi 𝐵 ⋅  𝑚 ∗ 𝐴: = 𝐴𝐵𝑚 untuk setiap matriks 𝐵 ∈ 𝑅, vektor 𝑚 ∈ 𝑀, dan matriks diagonal 𝐴 ∈ 𝑆. 

Diambil sebarang matriks 𝐵, 𝐵′ ∈ 𝑅, vektor 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑀, dan matriks diagonal 𝐴, 𝐴′ ∈ 𝑆. Terhadap 

operasi pergandaan skalar "_ ⋅ _ ∗ _", grup abelian 𝑀 memenuhi aksioma-aksioma sebagai berikut: 

1. 𝐵 ⋅ (𝑚 + 𝑛) ∗ 𝐴 = 𝐵 ⋅ 𝑚 ∗ 𝐴 + 𝐵 ⋅ 𝑛 ∗ 𝐴 

2. (𝐵 + 𝐵′) ⋅ 𝑚 ∗ 𝐴 = 𝐵 ⋅ 𝑚 ∗ 𝐴 + 𝐵′ ⋅ 𝑚 ∗ 𝐴 

3. 𝐵 ⋅ 𝑚 ∗ (𝐴 + 𝐴′) = 𝐵 ⋅ 𝑚 ∗ 𝐴 + 𝐵 ⋅ 𝑚 ∗ 𝐴′ 
4. 𝐵(𝐵′ ⋅ 𝑚 ∗ 𝐴)𝐴′ = (𝐵𝐵′) ⋅ 𝑚 ∗ (𝐴𝐴′) 

Karena sifat kompabilitas pada pendefinisian bimodul tidak dipenuhi dan 𝑀 memenuhi keempat 

aksioma di atas, maka telah didefinisikan struktur aljabar baru yang disebut dengan (𝑅, 𝑆)-modul. 

Menurut Khumprapussorn, dkk. [2], setiap (𝑅, 𝑆)-bimodul merupakan (𝑅, 𝑆)-modul tetapi tidak 

berlaku sebaliknya seperti yang disajikan pada contoh di atas. Dengan demikian, (𝑅, 𝑆)-modul 

merupakan generalisasi dari suatu (𝑅, 𝑆)-bimodul. Selanjutnya, Khumprapussorn, dkk. [2] 

mengatakan bahwa setiap (𝑅, 𝑆)-modul dapat menjadi (𝑅, 𝑆)-bimodul apabila ring 𝑅 dan ring 𝑆 

masing-masing mempunyai elemen idempoten sentral. Eksistensi elemen idempoten sentral ini 

digunakan dalam pendefinisian operasi pergandaan skalar serta sifat kompabilitas dalam 

pembentukan (𝑅, 𝑆)-bimodul. Oleh karena itu, dalam keseluruhan tulisan ini yang dimaksud dengan 

ring adalah ring komutatif tanpa elemen satuan. Jika ring yang digunakan merupakan ring dengan 

elemen satuan, maka (𝑅, 𝑆)-modul akan sama dengan (𝑅, 𝑆)-bimodul. Hal ini dikarenakan elemen 

satuan merupakan elemen idempoten sentral. 
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Seiring perkembangan ring menjadi modul, beberapa konsep di dalam teori ring juga 

mengalami perkembangan ke dalam modul. Begitu halnya dengan perkembangan suatu modul 

menjadi (𝑅, 𝑆)-modul, terdapat banyak konsep aljabar yang juga mengalami perkembangan. Para 

peneliti telah menyajikan beberapa perkembangan konsep tersebut, diantaranya adalah konsep 

terkait homomorfisma (𝑅, 𝑆)-modul sebagai generalisasi dari homomorfisma modul yang disajikan 

dalam Yuwaningsih, dkk. [4]; konsep terkait (𝑅, 𝑆)-modul faktor sebagai generalisasi dari modul 

faktor yang disajikan dalam Yuwaningsih dan Wijayanti [5]; dan konsep terkait hasil tambah 

langsung suatu (𝑅, 𝑆)-modul serta proyeksi pada (𝑅, 𝑆)-modul sebagai generalisasi dari hasil 

tambah langsung suatu modul dan proyeksi pada modul, yang disajikan dalam Yuwaningsih [6].  

Dalam Wijayanti, dkk. [2] konsep terkait ring Noether dan ring Artin telah dikembangkan ke 

dalam teori modul menjadi modul Noether dan modul Artin. Namun kedua konsep ini belum 

dikembangkan ke dalam struktur (𝑅, 𝑆)-modul. Penelitian ini bertujuan untuk mengembangkan 

struktur modul Noether dan modul Artin ke dalam struktur (𝑅, 𝑆)-modul. Pada Bab 2 pada artikel 

ini disajikan kajian tentang (𝑅, 𝑆)-modul Noether beserta sifat-sifatnya. Sedangkan pada Bab 3 pada 

penelitian ini disajikan kajian tentang (𝑅, 𝑆)-modul Artin beserta sifat-sifatnya. 

 

2.  (𝑹, 𝑺)-MODUL NOETHER 

Seperti halnya pada teori ring dan teori modul, sebelum mendefinisikan (𝑅, 𝑆)-modul 

Noether, berikut disajikan definisi dari suatu (𝑅, 𝑆)-modul yang memenuhi sifat rantai naik 

(Ascending Chain Condition disingkat ACC) untuk (𝑅, 𝑆)-submodul. 

Definisi 2.1 Suatu (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀 dikatakan memenuhi sifat rantai naik (Ascending Chain 

Condition disingkat ACC) untuk (𝑅, 𝑆)-submodul apabila untuk setiap rantai submodul-submodul 

dari (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀, yaitu 𝑃1 ⊆  𝑃2 ⊆  𝑃3 ⋯,  terdapat bilangan bulat positif 𝑘 sedemikian sehingga 

memehuhi 𝑃𝑘 = 𝑃𝑡 untuk setiap 𝑡 ≥  𝑘. 
 Setelah mengetahui definisi sifat rantai naik untuk (𝑅, 𝑆)-submodul, berikut disajikan 

definisi dari (𝑅, 𝑆)-modul Noether. 

Definisi 2.2   Suatu (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀 disebut (𝑅, 𝑆)-modul Noether apabila 𝑀 memenuhi sifat rantai 

naik (ACC) untuk (𝑅, 𝑆)-submodul. 

 Selanjutnya, berikut disajikan beberapa contoh tentang (𝑅, 𝑆)-modul Noether. 

Contoh 2.3 Himpunan semua bilangan bulat ℤ sebagai (ℤ, ℤ)-modul merupakan (ℤ, ℤ)-modul 

Noether. 

Contoh 2.4 Suatu  (𝑅, 𝑆)-modul sederhana merupakan  (𝑅, 𝑆)-modul Noether. Hal ini dikarenakan 

(𝑅, 𝑆)-submodulnya hanyalah {0} dan dirinya sendiri. Misalnya, ℤ5 merupakan (2ℤ, 3ℤ)$-modul 

Noether.  

Contoh 2.5 Himpunan polinomial atas bilangan bulat ℤ[𝑋] sebagai (ℤ, ℤ)-modul bukan merupakan 

(ℤ, ℤ)-modul Noether. Hal ini dikarenakan terdapat rantai naik (ℤ, ℤ)-submodul di ℤ[𝑋] berbentuk 

ℤ ⊆ ℤ + ℤ𝑥 ⊆ ℤ + ℤ𝑥 + ℤ𝑥2 ⊆ ⋯ yang tidak stasioner. 

 Seperti halnya dalam koleksi submodul-submodul dari suatu 𝑅-modul yang tak kosong, di 

dalam koleksi submodul-submodul dari suatu (𝑅, 𝑆)-modul yang tak kosong juga dapat ditemukan 

elemen maksimal. Elemen 𝑆 di (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀 disebut elemen maksimal jika tidak terdapat (𝑅, 𝑆)-

submodul 𝑁 di 𝑀 sehingga 𝑆 ⊂ 𝑁.  

Definisi 2.6 Suatu modul 𝑀 dikatakan memenuhi kondisi maksimal pada (𝑅, 𝑆)-submodul apabila 

untuk setiap koleksi submodul-submodul dari (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀 yang tak kosong memuat suatu 
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(𝑅, 𝑆)-submodul yang maksimal, yaitu (𝑅, 𝑆)-submodul yang tidak termuat di dalam (𝑅, 𝑆)-

submodul lain dalam koleksi submodul-submodul dari (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀. 

 Selanjutnya, diberikan suatu (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀, himpunan tak kosong 𝑌 ⊆  𝑀, dan 𝒢  adalah 

koleksi (𝑅, 𝑆)-submodul di 𝑀 yang memuat 𝑌 dengan 

𝒢 = {𝐾 | 𝐾 merupakan (𝑅, 𝑆) − submodul di 𝑀 yang memuat 𝑌} 

Berdasarkan Khumprapussorn, dkk. [3], didefinisikan himpunan ⟨ 𝑌⟩ = ⋂ 𝐾𝐾∈𝒢 . Jelas bahwa ⟨ 𝑌⟩ 

merupakan (𝑅, 𝑆)-submodul di 𝑀 untuk setiap himpunan 𝑌 ⊆  𝑀. Lebih lanjut, ⟨ 𝑌⟩ disebut sebagai 

(𝑅, 𝑆)-submodul di 𝑀 yang dibangun oleh 𝑌 dan setiap elemen dari 𝑌 selanjutnya disebut elemen 

pembangun dari ⟨ 𝑌⟩.  

 Apabila diberikan himpunan 𝑌 berhingga, yaitu 𝑌 = {𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, ⋯ , 𝑦𝑛}, maka (𝑅, 𝑆)-

submodul di 𝑀 yang dibangun oleh 𝑌 dapat dituliskan dengan ⟨ 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, ⋯ , 𝑦𝑛⟩. Selanjutnya, 

sebelum mendefinisikan (𝑅, 𝑆)-modul yang dibangun secara hingga, berikut diberikan suatu lemma 

yang menyatakan bentuk lain dari (𝑅, 𝑆)-submodul di 𝑀 yang dibangun oleh 𝑌. 

Lemma 2.7 [3] Diberikan (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀 dan himpunan 𝑌 ⊆  𝑀. Jika 𝑌 = ∅, maka ⟨ 𝑌⟩ = {0}. 

Namun, jika  𝑌 ≠ ∅ maka 

⟨ 𝑌⟩ = {∑ 𝑟𝑖𝑦𝑖𝑠𝑖
𝑛
𝑖=1    + ∑ 𝑚𝑗𝑦𝑗

𝑘
𝑗=1 |𝑟𝑖 ∈  𝑅, 𝑦𝑖 , 𝑦𝑗 ∈  𝑌, 𝑠𝑖 ∈  𝑆, 𝑚𝑗 ∈ ℤ}. 

Definisi 2.8 [3] Suatu (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀 dikatakan dibangun secara berhingga apabila 𝑀 = ⟨ 𝑌⟩ untuk 

suatu himpunan berhingga 𝑌 ⊆  𝑀. 

 Selanjutnya, berikut diberikan suatu teorema yang menyatakan ekuivalensi sifat-sifat dari 

(𝑅, 𝑆)-modul Noether. Hal ini mengacu pada sifat-sifat modul Noether sebagai generalisasi dari 

sifat-sifat ring Noether. 

Teorema 2.9 Diberikan (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀. Pernyataan-pernyataan di bawah ini adalah ekuivalen. 

a) 𝑀 merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Noether. 

b) 𝑀 memenuhi kondisi maksimal. 

c) Setiap (𝑅, 𝑆)-submodul di 𝑀 dibangun secara hingga. 

BUKTI. (𝑎) ⇒ (𝑏). Diketahui bahwa 𝑀 merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Noether, berarti bahwa 𝑀 

memenuhi sifat rantai naik (ACC) untuk (𝑅, 𝑆)-submodul. Diambil sebarang koleksi submodul-

submodul dari (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀, misal 𝒦 dengan 𝒦 ≠ ∅. Selanjutnya, diambil (𝑅, 𝑆)-submodul 𝐾1 ∈
𝒦, maka 𝐾1 merupakan (𝑅, 𝑆)-submodul yang maksimal di dalam 𝒦. Jika tidak maksimal, karena 

𝑀 memenuhi sifat rantai naik (ACC) untuk (𝑅, 𝑆)-submodul maka terdapat (𝑅, 𝑆)-submodul 𝐾2 ∈
𝒦 sehingga 𝐾1 ⊆  𝐾2. Apabila 𝐾2 merupakan (𝑅, 𝑆)-submodul yang maksimal, maka terbukti. 

Namun apabila 𝐾2 bukan merupakan (𝑅, 𝑆)-submodul yang maksimal maka terdapat (𝑅, 𝑆)-

submodul 𝐾3 ∈ 𝒦 sehingga 𝐾2 ⊆  𝐾3. Proses ini diteruskan hingga diperoleh suatu (𝑅, 𝑆)-submodul 

yang maksimal di dalam 𝒦. Oleh karena diketahui bahwa 𝑀 memenuhi sifat rantai naik (ACC) 

untuk (𝑅, 𝑆)-submodul, maka proses pengulangan tersebut akan berhenti pada suatu langkah 

berhingga, misalkan langkah ke-𝑡. Jadi, diperoleh bahwa 𝐾𝑡 merupakan (𝑅, 𝑆)-submodul maksimal 

di dalam 𝒦. Dengan demikian, terbukti bahwa 𝑀 memenuhi kondisi maksimal. 

(𝑏) ⇒ (𝑐). Diketahui bahwa 𝑀 memenuhi kondisi maksimal. Akan dibuktikan bahwa setiap (𝑅, 𝑆)-

submodul di 𝑀 dibangun secara hingga. Diambil sebarang (𝑅, 𝑆)-submodul 𝑁 di 𝑀. Kemudian 

dibentuk koleksi submodul-submodul di 𝑁 yang dibangun secara hingga, misalkan himpunan  

ℋ = {𝐴 ⊆  𝑀 ∣ 𝐴(𝑅, 𝑆) − submodul di 𝑁, 𝐴 dibangun secara hingga}. 
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Jelas bahwa ℋ ≠ ∅, karena 0 ∈ ℋ. Karena 𝑀 memenuhi kondisi maksimal, maka ℋ memiliki 

elemen maksimal, misalkan 𝐴∗. Akan ditunjukkan bahwa 𝐴∗ = 𝑁. Karena 𝐴∗ merupakan (𝑅, 𝑆)-

submodul di 𝑁, maka jelas bahwa 𝐴∗ ⊆ 𝑁. Selanjutnya, diambil sebarang elemen 𝑛 ∈ 𝑁, maka 

diperoleh 𝐴∗ + ⟨𝑛⟩ merupakan (𝑅, 𝑆)-submodul di 𝑁 dan juga dibangun secara hingga. Akibatnya, 

diperoleh 𝐴∗ + ⟨𝑛⟩ ∈ ℋ. Oleh karena diketahui 𝐴∗ merupakan elemen maksimal di ℋ, maka 

haruslah 𝐴∗ + ⟨𝑛⟩ = 𝐴∗, sehingga diperoleh ⟨𝑛⟩ ⊆  𝐴∗. Akibatnya, diperoleh 𝑛 ∈ A∗ sehingga 

diperoleh 𝑁 ⊆ 𝐴∗. Dengan demikian, terbukti bahwa 𝐴∗ = 𝑁. Dengan kata lain, terbukti bahwa 

setiap (𝑅, 𝑆)-submodul di 𝑀 dibangun secara hingga. 

(𝑐) ⇒ (𝑎). Diketahui bahwa setiap (𝑅, 𝑆)-submodul di 𝑀 dibangun secara hingga. Akan dibuktikan 

bahwa 𝑀 merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Noether. Sama halnya dengan menunjukkan bahwa 𝑀 

memenuhi sifat rantai naik (ACC) (𝑅, 𝑆)-submodul. Diambil sebarang rantai naik submodul-

submodul di (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀, yaitu misalkan 𝑀1 ⊆  𝑀2 ⊆  𝑀3 ⋯. Diperoleh bahwa 𝑀∗ = ⋃ 𝑀𝑖
∞
𝑖=1  

merupakan (𝑅, 𝑆)-submodul di 𝑀. Karena diketahui bahwa setiap (𝑅, 𝑆)-submodul di 𝑀 dibangun 

secara berhingga, maka terdapat elemen-elemen 𝑚1, 𝑚2, ⋯ , 𝑚𝑘 sedemikian sehingga memenuhi 

𝑀∗ = ⟨𝑚1, 𝑚2, ⋯ , 𝑚𝑘⟩. Selanjutnya, untuk setiap 𝑖 ∈ {1,2, ⋯ , 𝑘} diperoleh 𝑚𝑖 ∈ 𝑀∗, sehingga 

𝑚𝑖 ∈ 𝑀𝑘𝑖
 untuk suatu 𝑘𝑖 ∈ ℤ+ . Kemudian, dipilih 𝑗 = max{𝑘1, 𝑘2, ⋯ , 𝑘𝑛}. Diperoleh 𝑀𝑘𝑖

⊆  𝑀𝑗 

untuk setiap 𝑖 ∈ {1,2, ⋯ , 𝑘}. Jadi, diperoleh 𝑚1, 𝑚2, ⋯ , 𝑚𝑘 ∈  𝑀𝑗, sehingga memenuhi: 

𝑀∗ = ⟨ 𝑚1, 𝑚2, ⋯ , 𝑚𝑘⟩ ⊆  𝑀𝑗 ⊆  𝑀∗. 

Dengan demikian, terbukti bahwa 𝑀∗ = 𝑀𝑗 untuk suatu 𝑗 ∈ ℤ+. Jadi, terdapat 𝑗 ∈ ℤ+ sedemikian 

sehingga memenuhi 𝑀𝑡 = 𝑀𝑗 untuk setiap bilangan bulat positif 𝑡 ≥  𝑗. Dengan kata lain, dapat 

dikatakan bahwa (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀 memenuhi sifat rantai naik (ACC) untuk (𝑅, 𝑆)-submodul. Jadi, 

terbukti bahwa 𝑀 merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Noether. ∎  

 Pada teori modul, diketahui bahwa setiap submodul dari suatu modul Noether juga 

merupakan modul Noether. Sifat ini juga berlaku untuk (𝑅, 𝑆)-modul Noether sebagai berikut. 

Proposisi 2.10. Diberikan 𝑀 merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Noether. Setiap (𝑅, 𝑆)-submodul di 𝑀  

merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Noether. 

BUKTI. Diketahui bahwa 𝑀 merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Noether. Diambil sebarang (𝑅, 𝑆)-submodul 

𝑁 di 𝑀, maka setiap (𝑅, 𝑆)-submodul di 𝑁 juga merupakan (𝑅, 𝑆)-submodul di 𝑀. Dengan 

demikian, 𝑁 juga memenuhi sifat rantai naik (ACC) untuk (𝑅, 𝑆)-submodul. Jadi, terbukti bahwa 𝑁 

juga merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Noether. Karena pengambilan (𝑅, 𝑆)-submodul 𝑁 sebarang, maka 

terbukti bahwa setiap (𝑅, 𝑆)-submodul di 𝑀 juga merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Noether. ∎ 

 Selanjutnya, berikut disajikan suatu sifat yang merupakan syarat perlu dan syarat cukup 

suatu (𝑅, 𝑆)-modul faktor membentuk (𝑅, 𝑆)-modul Noether. 

Proposisi 2.11. Diberikan (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀 dan (𝑅, 𝑆)-submodul 𝑁 di 𝑀. 𝑀 merupakan (𝑅, 𝑆)-

modul Noether jika dan hanya jika 𝑁 dan 𝑀/𝑁 juga merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Noether. 

BUKTI. Diketahui 𝑀 merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Noether, maka berdasarkan proposisi 2.10 diperoleh 

bahwa 𝑁 juga merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Noether. Selanjutnya, dibentuk (𝑅, 𝑆)-modul faktor 𝑀/𝑁. 

Misalkan (𝑀1 + 𝑁)/𝑁 ⊆ (𝑀2 + 𝑁)/𝑁 ⊆ (𝑀3 + 3)/𝑁 ⊆ ⋯  merupakan sebarang rantai naik dari 

submodul-submodul di (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀/𝑁. Akibatnya, dari sini diperoleh (𝑀1 + 𝑁) ⊆ (𝑀2 +
𝑁) ⊆ (𝑀3 + 3)  ⊆ ⋯ merupakan rantai naik dari submodul-submodul di (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀. Karena 

𝑀 merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Noether, maka 𝑀 memenuhi sifat rantai naik (𝑅, 𝑆)-submodul. Berarti 

terdapat bilangan bulat positif 𝑘 sedemikian sehingga memenuhi 𝑀𝑘 + 𝑁 = 𝑀𝑡 + 𝑁 untuk setiap 

𝑡 ≥ 𝑘, Akibatnya, berarti untuk rantai naik (𝑀1 + 𝑁)/𝑁 ⊆ (𝑀2 + 𝑁)/𝑁 ⊆ (𝑀3 + 3)/𝑁 ⊆ ⋯  
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juga terdapat terdapat bilangan bilat positif 𝑘 sedemikian sehingga memenuhi (𝑀𝑘 + 𝑁)/𝑁 =
(𝑀𝑡 + 𝑁)/𝑁 untuk setiap 𝑡 ≥ 𝑘. Jadi, 𝑀/𝑁 juga memenuhi sifat rantai naik (𝑅, 𝑆)-submodul. 

Dengan kata lain, terbukti bahwa 𝑀/𝑁 merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Noether. Sebaliknya, diketahui 𝑁 

dan 𝑀/𝑁 merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Noether. Diberikan 𝑀1 ⊆ 𝑀2 ⊆ 𝑀3 ⊆ ⋯ merupakan rantai naik 

dari submodul-submodul di (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀. Diperoleh 𝑀1 ∩ 𝑁 ⊆  𝑀2 ∩ 𝑁 ⊆ 𝑀3 ∩ 𝑁 ⊆ ⋯ 

merupakan rantai naik dari submodul-submodul di 𝑁. Karena 𝑁 merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Noether, 

terdapat bilangan bulat positif 𝑘 sehingga 𝑀𝑖 ∩ 𝑁 = 𝑀𝑘 ∩ 𝑁 untuk setiap 𝑖 ≥ 𝑘. Akibatnya, 

diperoleh (𝑀1 + 𝑁)/𝑁 ⊆ (𝑀2 + 𝑁)/𝑁 ⊆ (𝑀3 + 𝑁)/𝑁 ⊆ ⋯ merupakan rantai naik dari 

submodul-submodul di (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀/𝑁. Karena 𝑀/𝑁 merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Noether, 

terdapat bilangan bulat positif 𝑝 sehingga (𝑀𝑖 + 𝑁)/𝑁 = (𝑀𝑝 + 𝑁)/𝑁 untuk setiap 𝑖 ≥ 𝑝. 

Selanjutnya, dipilih 𝑛 = max (𝑘, 𝑝). Diperoleh 𝑀𝑖 ∩ 𝑁 = 𝑀𝑛 ∩ 𝑁 dan (𝑀𝑖 + 𝑁)/𝑁 = (𝑀𝑛 +
𝑁)/𝑁 untuk setiap 𝑖 ≥ 𝑛. Jika 𝑖 ≥ 𝑛 dan 𝑥 ∈ 𝑀𝑖, maka 𝑥 + 𝑁 ∈ (𝑀𝑖 + 𝑁)/𝑁 = (𝑀𝑛 + 𝑁)/𝑁, 

sehingga terdapat elemen 𝑦 ∈ 𝑀𝑛 sedemikian sehingga memenuhi 𝑥 + 𝑁 = 𝑦 + 𝑁. Dari sini, 

diperoleh 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑁. Karena 𝑀𝑛 ⊆ 𝑀𝑖 diperoleh 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑀𝑖 ∩ 𝑁 = 𝑀𝑛 ∩ 𝑁, untuk 𝑖 ≥ 𝑛. Jika 𝑥 −
𝑦 = 𝑧 ∈ 𝑀𝑛 ∩ 𝑁, maka diperoleh 𝑥 = 𝑦 + 𝑧 ∈ 𝑀𝑛, sehingga 𝑀𝑖 ⊆ 𝑀𝑛. Jadi, diperoleh 𝑀𝑖 = 𝑀𝑛 

untuk setiap 𝑖 ≥ 𝑛. Jadi, terbukti bahwa 𝑀 merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Noether. ∎ 

 Diketahui bahwa konsep terkait homomorfisma (𝑅, 𝑆)-modul dan hasil tambah langsung 

suatu (𝑅, 𝑆)-modul telah disajikan oleh peneliti sebelumnya. Sebelum ke sifat berikutnya, berikut 

disajikan Teorema Utama Isomorfisma (𝑅, 𝑆)-Modul menurut Yuwaningsih, dkk. [2]. 

Teorema 2.12. [2] Diberikan (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀 dan 𝑀′. Jika 𝑓: 𝑀 → 𝑀′ merupakan homomorfisma 

(𝑅, 𝑆)-modul, maka 𝑀/𝐾𝑒𝑟(𝑓) ≅ 𝐼𝑚(𝑓). 

Berdasarkan Teorema 2.12, jika 𝑓 merupakan epimorfisma (𝑅, 𝑆)-modul, maka diperolej 

𝑀/𝐾𝑒𝑟(𝑓) ≅ 𝑀′. Selanjutnya, dengan menggunakan konsep terkait homomorfisma (𝑅, 𝑆)-modul, 

ternyata diperoleh sifat yang merupakan syarat cukup agar suatu hasil tambah langsung pada (𝑅, 𝑆)-

modul membentuk (𝑅, 𝑆)-modul Noether. 

Proposisi 2.13. Jika diberikan 𝑀 dan 𝑁 masing-masing merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Noether, maka 

hasil tambah langsung 𝑀 ⊕ 𝑁 juga merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Noether. 

BUKTI. Diketahui 𝑀 dan 𝑁 masing-masing merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Noether. Akan dibuktikan 

bahwa hasil tambah langsung 𝑀 ⊕ 𝑁 juga merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Noether. Misalkan 𝐾 = 𝑀 ⊕
𝑁. Dibentuk suatu fungsi 𝑓 dengan definisi sebagai berikut: 

𝑓:  𝐾 → 𝑁  

 (𝑎, 𝑏) ↦ 𝑓((𝑎, 𝑏)) = 𝑏, untuk setiap (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐾. 

Dapat ditunjukkan bahwa 𝑓 merupakan epimorfisma (𝑅, 𝑆)-modul dengan ker 𝑓 = 𝑀. Berdasarkan 

Teorema 2.12, diperoleh 𝐾/𝑀 ≅ 𝑁. Dengan kata lain, 𝑀 ⊕ 𝑁 ≅ 𝑁. Karena 𝑁 merupakan (𝑅, 𝑆)-

modul Noether, maka terbukti bahwa 𝑀 ⊕ 𝑁 juga merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Noether. ∎ 

  Dengan menggunakan sifat di atas, dapat diturunkan sifat berikut ini. 

Proposisi 2.14. Diberikan (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀. Jika diberikan 𝐾 dan 𝐿 masing-masing merupakan 

(𝑅, 𝑆)-submodul Noether di 𝑀, maka 𝐾 + 𝐿 juga merupakan (𝑅, 𝑆)-submodul Noether di 𝑀. 

BUKTI. Diketahui 𝐾 dan 𝐿 masing-masing merupakan (𝑅, 𝑆)-submodul Noether di 𝑀. Akan 

dibuktikan bahwa 𝐾 + 𝐿 juga merupakan (𝑅, 𝑆)-submodul Noether di 𝑀. Pertama, dibentuk suatu 

fungsi 𝑓 dengan definisi sebagai berikut: 

𝑓:  𝐾 ⊕ 𝐿 → 𝐾 + 𝐿  
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 (𝑎, 𝑏) ↦ 𝑓((𝑎, 𝑏)) = 𝑎 + 𝑏, untuk setiap (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐾 ⊕ 𝐿. 

Dapat ditunjukkan bahwa 𝑓 merupakan isomorfisma (𝑅, 𝑆)-modul, sehingga diperoleh bahwa 𝐾 ⊕
𝐿 ≅ 𝐾 + 𝐿. Oleh karena 𝐾 dan 𝐿 masing-masing merupakan (𝑅, 𝑆)-submodul Noether, maka 

berdasarkan Proposisi 2.13 diperoleh bahwa 𝐾 ⊕ 𝐿 juga merupakan (𝑅, 𝑆)-submodul Noether. 

Akibatnya, diperoleh bahwa 𝐾 + 𝐿 juga merupakan (𝑅, 𝑆)-submodul Noether. ∎ 

3. (𝑹, 𝑺)-MODUL ARTIN 
 Seperti halnya pada teori ring dan teori modul, sebelum mendefinisikan (𝑅, 𝑆)-modul Artin, 

berikut disajikan definisi dari suatu (𝑅, 𝑆)-modul yang memenuhi sifat rantai turun (Descending 

Chain Condition atau disingkat DCC) untuk (𝑅, 𝑆)-submodul. 

Definisi 3.1 Suatu (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀 dikatakan memenuhi sifat rantai turun (Descending Chain 

Condition disingkat DCC) untuk (𝑅, 𝑆)-submodul apabila untuk setiap rantai turun submodul-

submodul dari (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀 yaitu 𝑃1 ⊇  𝑃2 ⊇ 𝑃3 … ., terdapat bilangan bulat positif 𝑘 sedemikian 

sehingga untuk memenuhi 𝑃𝑘 = 𝑃𝑡 untuk setiap 𝑡 ≥ 𝑘. 

 Setelah mengetahui definisi sifat rantai turun untuk (𝑅, 𝑆)-submodul, berikut disajikan 

definisi dari (𝑅, 𝑆)-modul Artin beserta contohnya.  

Definisi 3.2 Suatu (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀 disebut (𝑅, 𝑆)-modul Artin apabila 𝑀 memenuhi sifat rantai 

turun (DCC) untuk (𝑅, 𝑆)-submodul. 

Contoh 3.3. Suatu (𝑅, 𝑆)-modul sederhana merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Artin karena (R, S)-

submodulnya hanya {0} dan dirinya sendiri. Misalnya ℤ7 merupakan (3ℤ, 2ℤ)-modul Artin. 

Contoh 3.4. Himpunan semua bilangan bulat ℤ sebagai (ℤ, ℤ)-modul bukan merupakan (ℤ, ℤ)-

modul Artin. Hal ini dikarenakan terdapat rantai terdapat rantai turun berbentuk ℤ ⊇ 2ℤ ⊇ 4ℤ ⊇
8ℤ ⊇ ⋯ yang tidak stationer. 

Selanjutnya, seperti halnya dalam koleksi submodul-submodul dari suatu 𝑅-modul yang tak 

kosong, di dalam koleksi submodul-submodul dari suatu (𝑅, 𝑆)-modul yang tak kosong juga dapat 

ditemukan elemen minimal. 

Definisi 3.5 Suatu modul 𝑀 dikatakan memenuhi kondisi minimal pada (𝑅, 𝑆)-submodul apabila 

untuk setiap koleksi submodul-submodul dari (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀 yang tak kosong memuat suatu 

(𝑅, 𝑆)-submodul yang minimal, yaitu (𝑅, 𝑆)-submodul yang tidak memuat (𝑅, 𝑆)-submodul lain 

dalam koleksi submodul-submodul dari (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀. 

 Diperhatikan bahwa suatu elemen 𝑃 di (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀 disebut elemen minimal jika tidak 

terdapat (𝑅, 𝑆)-submodul 𝑁 di 𝑀 sehingga 𝑁 ⊂ 𝑃.  Berikut diberikan suatu sifat yang merupakan 

syarat perlu dan syarat cukup suatu (𝑅, 𝑆)-modul membentuk (𝑅, 𝑆)-modul Artin.  

Teorema 3.6. Suatu (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀 merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Artin jika dan hanya jika M 

memenuhi kondisi minimal. 

BUKTI. Diketahui 𝑀 merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Artin. Akan ditunjukkan bahwa 𝑀 memenuhi 

kondisi minimal. Misalkan 𝒦 merupakan koleksi submodul-submodul di (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀. Diambil 

sebarang 𝑀1 ∈ 𝒦. Jika 𝑀1 merupakan elemen minimal di 𝒦, maka terbukti. Namun jika 𝑀1 bukan 

elemen minimal di 𝒦, maka terdapat 𝑀2 ∈ 𝒦 sedemikian sehingga memenuhi 𝑀1 ⊇ 𝑀2. Jika 𝑀2 

elemen minimal di 𝒦, maka terbukti. Namun jika 𝑀2 bukan elemen minimal di 𝒦, maka terdapat 

𝑀3 sedemikian sehingga 𝑀2 ⊇ 𝑀3. Proses ini dilanjutkan hingga diperoleh suatu rantai turun dari 

submodul-submodul di (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀. Karena diketahui bahwa 𝑀 merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Artin, 

maka terdapat elemen 𝑘 ∈ ℤ+ sedemikian sehingga memenuhi 𝑀𝑘 = 𝑀𝑡 untuk setiap 𝑡 ≥ 𝑘. Dengan 
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demikian proses di atas akan berhenti pada langkah ke-𝑘, sehingga 𝑀𝑘 tidak memuat (𝑅, 𝑆)-

submodul lain yang berada di 𝒦. Dengan kata lain, terbukti bahwa 𝑀 memenuhi kondisi minimal. 

Sebaliknya, diketahui 𝑀 memenuhi kondisi minimal, akan dibuktikan bahwa 𝑀 merupakan (𝑅, 𝑆)-

modul Artin. Misalkan 𝑀1 ⊇ 𝑀2 ⊇ 𝑀3 … merupakan sebarang rantai turun dari submodul-

submodul di (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀. Dari sini diperoleh himpunan 𝒦 = {𝑀𝑖|𝑀𝑖 merupakan (𝑅, 𝑆) – 

submodul di 𝑀} yaitu koleksi submodul-submodul di (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀. Oleh karena diketahui bahwa 

𝑀 memenuhi kondisi minimal, maka terdapat 𝑀𝑘 sedemikian sehingga 𝑀𝑡 ⊈ 𝑀𝑘 untuk setiap 𝑀𝑡 ∈
𝒦 𝑀𝑘. Akibatnya diperoleh 𝑀1 ⊇ 𝑀2 ⊇ ⋯ ⊇ 𝑀𝑘 = 𝑀𝑘+1=⋯  Jadi diperoleh bahwa 𝑀 memenuhi 

kondisi rantai turun (DCC) untuk (𝑅, 𝑆)-submodul. Dengan demikian, terbukti bahwa 𝑀 merupakan 

(𝑅, 𝑆)-modul Artin. 

Akibat 3.7. Setiap (𝑅, 𝑆)-modul Artin tak nol memuat suatu elemen minimal. 

BUKTI. Dengan menggunakan Teorema 3.6, maka diperoleh bahwa setiap (𝑅, 𝑆)-modul Artin tak 

nol memenuhi kondisi minimal. Akibatnya, setiap (𝑅, 𝑆)-modul Artin suatu elemen minimal. ∎ 

 Pada teori modul, diketahui bahwa setiap submodul dari suatu modul Artin juga merupakan 

modul Artin. Sifat ini ternyata juga berlaku untuk (𝑅, 𝑆)-modul Artin sebagai berikut. 

Proposisi 3.8 Diberikan 𝑀 merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Artin. Setiap (𝑅, 𝑆)-submodul di 𝑀 juga 

merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Artin. 

BUKTI. Diketahui bahwa 𝑀 merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Artin. Diambil sebarang (𝑅, 𝑆)-submodul 𝑁 

di 𝑀, maka setiap (𝑅, 𝑆)-submodul di 𝑁 juga merupakan (𝑅, 𝑆)-submodul di 𝑀. Dengan demikian, 

𝑁 juga memenuhi sifat rantai turun (DCC) untuk (𝑅, 𝑆)-submodul. Jadi, terbukti bahwa 𝑁 juga 

merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Artin. Karena pengambilan (𝑅, 𝑆)-submodul 𝑁sebarang, maka terbukti 

bahwa setiap (𝑅, 𝑆)-submodul di 𝑀 juga merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Artin. 

 Selanjutnya, berikut disajikan suatu sifat yang merupakan syarat perlu dan syarat cukup 

suatu (𝑅, 𝑆)-modul faktor membentuk (𝑅, 𝑆)-modul Artin. 

Proposisi 3.9. Diberikan (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀 dan (𝑅, 𝑆)-submodul 𝑁 di 𝑀. 𝑀 merupakan (𝑅, 𝑆)-modul 

Artin jika dan hanya jika 𝑁 dan 𝑀/𝑁 juga merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Artin. 

BUKTI. Diketahui 𝑀 merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Artin, maka berdasarkan proposisi 3.8 diperoleh 

bahwa 𝑁 juga merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Artin. Selanjutnya, dibentuk (𝑅, 𝑆)-modul faktor 𝑀/𝑁. 

Misalkan (𝑀1 + 𝑁)/𝑁 ⊇ (𝑀2 + 𝑁)/𝑁 ⊇  (𝑀3 + 3)/𝑁 ⊇ ⋯  merupakan sebarang rantai turun 

dari submodul-submodul di (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀/𝑁. Akibatnya, dari sini diperoleh  (𝑀1 + 𝑁) ⊇ (𝑀2 +
𝑁)  ⊇  (𝑀3 + 3) ⊇ ⋯  merupakan rantai turun dari submodul-submodul di (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀. Karena 

𝑀 merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Artin, maka 𝑀 memenuhi sifat rantai turun (𝑅, 𝑆)-submodul. Berarti 

terdapat bilangan bilat positif 𝑘 sedemikian sehingga memenuhi 𝑀𝑘 + 𝑁 = 𝑀𝑡 + 𝑁 untuk setiap 

𝑡 ≥ 𝑘, Akibatnya, berarti untuk rantai naik  (𝑀1 + 𝑁)/𝑁 ⊇ (𝑀2 + 𝑁)/𝑁 ⊇  (𝑀3 + 3)/𝑁 ⊇ ⋯  
juga terdapat terdapat bilangan bilat positif 𝑘 sedemikian sehingga memenuhi (𝑀𝑘 + 𝑁)/𝑁 =
(𝑀𝑡 + 𝑁)/𝑁 untuk setiap 𝑡 ≥ 𝑘. Jadi, 𝑀/𝑁 juga memenuhi sifat rantai turun (𝑅, 𝑆)-submodul. 

Dengan kata lain, terbukti bahwa 𝑀/𝑁 merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Artin. Sebaliknya, diketahui 𝑁 dan 

𝑀/𝑁 merupakan (𝑅, 𝑆)-modu Artin. Diberikan 𝑀1 ⊇ 𝑀2 ⊇ 𝑀3 ⊇ ⋯ merupakan rantai turun dari 

submodul-submodul di (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀. Diperoleh 𝑀1 ∩ 𝑁 ⊇  𝑀2 ∩ 𝑁 ⊇ 𝑀3 ∩ 𝑁 ⊇ ⋯ merupakan 

rantai turun dari submodul-submodul di 𝑁. Karena 𝑁 merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Artin, terdapat 

bilangan bulat positif 𝑘 sehingga 𝑀𝑖 ∩ 𝑁 = 𝑀𝑘 ∩ 𝑁 untuk setiap 𝑖 ≥ 𝑘. Akibatnya, diperoleh 
(𝑀1 + 𝑁)/𝑁 ⊇ (𝑀2 + 𝑁)/𝑁 ⊇ (𝑀3 + 𝑁)/𝑁 ⊇ ⋯ merupakan rantai turun dari submodul-

submodul di (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀/𝑁. Karena 𝑀/𝑁 merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Artin, terdapat bilangan 

bulat positif 𝑝 sehingga (𝑀𝑖 + 𝑁)/𝑁 = (𝑀𝑝 + 𝑁)/𝑁 untuk setiap 𝑖 ≥ 𝑝. Selanjutnya, dipilih 𝑛 =
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max (𝑘, 𝑝). Diperoleh 𝑀𝑖 ∩ 𝑁 = 𝑀𝑛 ∩ 𝑁 dan (𝑀𝑖 + 𝑁)/𝑁 = (𝑀𝑛 + 𝑁)/𝑁 untuk setiap 𝑖 ≥ 𝑛. Jika 

𝑖 ≥ 𝑛 dan 𝑥 ∈ 𝑀𝑛, maka 𝑥 + 𝑁 ∈ (𝑀𝑖 + 𝑁)/𝑁 = (𝑀𝑛 + 𝑁)/𝑁, sehingga terdapat elemen 𝑦 ∈ 𝑀𝑖 

sedemikian sehingga memenuhi 𝑥 + 𝑁 = 𝑦 + 𝑁. Dari sini, diperoleh 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑁. Karena 𝑀𝑛 ⊇ 𝑀𝑖 

diperoleh 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑀𝑛 ∩ 𝑁 = 𝑀𝑖 ∩ 𝑁, untuk 𝑖 ≥ 𝑛. Jika 𝑥 − 𝑦 = 𝑧 ∈ 𝑀𝑖 ∩ 𝑁, maka diperoleh 𝑥 =
𝑦 + 𝑧 ∈ 𝑀𝑖, sehingga 𝑀𝑖 ⊇ 𝑀𝑛. Jadi, diperoleh 𝑀𝑖 = 𝑀𝑛 untuk setiap 𝑖 ≥ 𝑛. Jadi, terbukti bahwa 

𝑀 merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Artin. ∎ 

 Selanjutnya, dengan menggunakan konsep terkait homomorfisma (𝑅, 𝑆)-modul, ternyata 

diperoleh sifat yang merupakan syarat cukup agar suatu hasil tambah langsung pada (𝑅, 𝑆)-modul 

membentuk (𝑅, 𝑆)-modul Artin. 

Proposisi 3.10. Jika diberikan 𝑀 dan 𝑁 masing-masing merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Artin, maka hasil 

tambah langsung 𝑀 ⊕ 𝑁 juga merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Artin. 

BUKTI. Diketahui 𝑀 dan 𝑁 masing-masing merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Artin. Akan dibuktikan bahwa 

hasil tambah langsung 𝑀 ⊕ 𝑁 juga merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Artin. Misalkan 𝐾 = 𝑀 ⊕ 𝑁. 

Dibentuk suatu fungsi 𝑓 dengan definisi sebagai berikut: 

𝑓:  𝐾 → 𝑁  

 (𝑎, 𝑏) ↦ 𝑓((𝑎, 𝑏)) = 𝑏, untuk setiap (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐾. 

Dapat ditunjukkan bahwa 𝑓 merupakan epimorfisma (𝑅, 𝑆)-modul dengan ker 𝑓 = 𝑀. Berdasarkan 

Teorema 2.12, diperoleh 𝐾/𝑀 ≅ 𝑁. Dengan kata lain, 𝑀 ⊕ 𝑁 ≅ 𝑁. Karena 𝑁 merupakan (𝑅, 𝑆)-

modul Artin, maka terbukti bahwa 𝑀 ⊕ 𝑁 juga merupakan (𝑅, 𝑆)-modul Artin. ∎ 

Dengan menggunakan sifat di atas, dapat diturunkan sifat berikut ini. 

Proposisi 3.11. Diberikan (𝑅, 𝑆)-modul 𝑀. Jika diberikan 𝐾 dan 𝐿 masing-masing merupakan 

(𝑅, 𝑆)-submodul Artin di 𝑀, maka 𝐾 + 𝐿 juga merupakan (𝑅, 𝑆)-submodul Artin di 𝑀. 

BUKTI. Diketahui 𝐾 dan 𝐿 masing-masing merupakan (𝑅, 𝑆)-submodul Artin di 𝑀. Akan 

dibuktikan bahwa 𝐾 + 𝐿 juga merupakan (𝑅, 𝑆)-submodul Artin di 𝑀. Pertama, dibentuk suatu 

fungsi 𝑓 dengan definisi sebagai berikut: 

𝑓:  𝐾 ⊕ 𝐿 → 𝐾 + 𝐿  

 (𝑎, 𝑏) ↦ 𝑓((𝑎, 𝑏)) = 𝑎 + 𝑏, untuk setiap (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐾 ⊕ 𝐿. 

Dapat ditunjukkan bahwa 𝑓 merupakan isomorfisma (𝑅, 𝑆)-modul, sehingga diperoleh bahwa 𝐾 ⊕
𝐿 ≅ 𝐾 + 𝐿. Oleh karena 𝐾 dan 𝐿 masing-masing merupakan (𝑅, 𝑆)-submodul Artin, maka 

berdasarkan Proposisi 3.10 diperoleh bahwa 𝐾 ⊕ 𝐿 juga merupakan (𝑅, 𝑆)-submodul Artin. 

Akibatnya, diperoleh bahwa 𝐾 + 𝐿 juga merupakan (𝑅, 𝑆)-submodul Artin. ∎ 

 

4.  KESIMPULAN  

Konsep terkait modul Noether dan modul Artin dalam teori modul dapatt dikembangkan ke 

dalam struktur (𝑅, 𝑆)-modul. Beberapa sifat terkait modul Noether dan modul Artin mengalami 

perumuman di dalam (𝑅, 𝑆)-modul. Namun, pengembangan ini terbatas pada kasus ring komutatif 

tanpa elemen satuan. Diharapkan penelitian ini dapat menjadi dasar bagi penelitian lanjutan untuk 

kasus ring sebarang (tidak harus komutatif dan memiliki elemen satuan). Lebih lanjut, adapun hasil 

dari penelitian ini kelak dapat digunakan sebagai dasar teori dalam penelitian terkait socle dan 

radikal Jacobson suatu (𝑅, 𝑆)-modul. 
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