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Abstract 
Pneumonia remains one of the leading causes of mortality among children under five in Indonesia. 

This study investigates the transmission dynamics of pneumonia among the Indonesian under-five 

population using a compartmental SEITR (Susceptible–Exposed–Infected–Treated–Recovered) 

mathematical model incorporating caregiver awareness and vaccination. The study aims to analyze 

the equilibrium points and their stability, sensitivity of the model with respect to parameters affecting 

the basic reproduction number 𝑅0and model behavior under various intervention scenarios through 

numerical simulations. The analysis includes the determination of equilibrium points, derivation of 

the basic reproduction number, local asymptotic stability analysis using linearization and the Routh–

Hurwitz criterion, and sensitivity analysis. The results show that under the parameter values 

representing the Indonesian population, 𝑅0 = 1.7083 > 1, and the analysis establishes the existence 

and stability conditions of the disease-free and endemic equilibria. Under these conditions, the 

disease-free equilibrium is unstable, whereas the endemic equilibrium is locally asymptotically 

stable, indicating that pneumonia tends to persist in the population. Sensitivity analysis reveals that 

the effective contact rate 𝛽 is the most influential parameter in increasing 𝑅0, whereas the vaccination 

rate 𝑣 has the greatest negative sensitivity effect 𝑅0. Numerical simulations demonstrate that 

increasing caregiver awareness to 𝜔 = 0,6 with the vaccination rate maintained at 𝑣 = 0.7, reduces 

𝑅0 to 0.8542, whereas increasing the vaccination rate alone without enhancing awareness is 

insufficient to achieve a disease-free state under the simulated scenarios. These findings indicate that 

increasing caregiver awareness, combined with vaccination, is an effective strategy for reducing 

pneumonia transmission among children under five. 

Keywords: Under-Five Pneumonia, Model SEITR, Awareness, Vaccination, Sensitivity 

Analysis 

 

http://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/


181 

JURNAL MATEMATIKA, STATISTIKA, DAN KOMPUTASI 
Santa Falare Sitanggang, Tri Andri Hutapea 

 

 

Abstrak   
Pneumonia merupakan salah satu penyebab utama kematian pada balita di Indonesia. Penelitian ini 

mengkaji dinamika penyebaran pneumonia pada populasi balita Indonesia menggunakan model 

matematika kompartemen SEITR (Susceptible–Exposed–Infected–Treated–Recovered) dengan 

mempertimbangkan kesadaran pengasuh dan vaksinasi. Penelitian ini bertujuan untuk menganalisis 

titik kesetimbangan dan kestabilannya, sensitivitas model terhadap parameter yang memengaruhi 

bilangan reproduksi dasar 𝑅0, serta perilaku model pada berbagai skenario intervensi melalui 

simulasi numerik. Analisis meliputi penentuan titik kesetimbangan, perhitungan bilangan reproduksi 

dasar, analisis kestabilan asimtotik lokal menggunakan metode linearisasi dan kriteria Routh–

Hurwitz, serta analisis sensitivitas. Hasil penelitian menunjukkan bahwa berdasarkan parameter yang 

merepresentasikan kondisi populasi Indonesia diperoleh 𝑅0 = 1,7083 > 1, serta diperoleh kondisi 

eksistensi dan kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakit dan endemik. Pada kondisi tersebut, 

titik kesetimbangan bebas penyakit tidak stabil, sedangkan titik kesetimbangan endemik stabil 

asimtotik lokal, yang menunjukkan bahwa pneumonia cenderung bertahan dalam populasi. Hasil 

analisis sensitivitas menunjukkan bahwa laju kontak efektif 𝛽 merupakan parameter yang paling 

berpengaruh dalam meningkatkan nilai 𝑅0 sedangkan laju vaksinasi 𝑣 memberikan pengaruh negatif 

terbesar terhadap 𝑅0. Hasil simulasi numerik menunjukkan bahwa peningkatan kesadaran pengasuh 

hingga 𝜔 = 0,6, dengan laju vaksinasi tetap pada 𝑣 = 0,7, mampu menurunkan 𝑅0 menjadi 0,8542, 

sedangkan peningkatan laju vaksinasi saja tanpa peningkatan kesadaran belum mampu mencapai 

kondisi bebas penyakit pada skenario yang disimulasikan. Hasil ini menunjukkan bahwa peningkatan 

kesadaran pengasuh yang dikombinasikan dengan vaksinasi merupakan strategi efektif dalam 

menekan penyebaran pneumonia pada balita. 

Kata kunci:  Pneumonia Balita, Model SEITR, Awareness, Vaksinasi, Analisis Sensitivitas 

 

1.  PENDAHULUAN 

Pneumonia merupakan salah satu penyakit infeksi akut pada saluran pernapasan yang memiliki 

tingkat morbiditas dan mortalitas tinggi di berbagai negara. Berdasarkan World Health Organization, 

pneumonia umumnya ditandai dengan gejala batuk, demam, serta gangguan pernapasan yang 

mengindikasikan kerusakan jaringan paru-paru [26]. Secara global, pneumonia menjadi penyebab 

kematian terbesar kelima dengan total sekitar 2,18 juta kematian pada tahun 2021 [20]. Kelompok 

balita (anak usia di bawah lima tahun) merupakan populasi yang paling rentan terhadap pneumonia. 

Pneumonia termasuk salah satu faktor utama penyebab tingginya angka kesakitan dan kematian pada 

anak usia di bawah lima tahun, kelompok lanjut usia, serta individu dengan penyakit kronis atau 

sistem kekebalan tubuh yang rendah [23]. Pneumonia menjadi penyebab kematian tertinggi pada 

balita dengan kontribusi sekitar 36% dari seluruh penyebab kematian balita di dunia, melampaui 

penyakit campak, malaria, dan AIDS. Pada tahun 2023, jumlah kematian balita akibat pneumonia 

diperkirakan mencapai 700.000 kasus. Indonesia menempati posisi kedelapan dari 15 negara dengan 

tingkat kematian balita akibat pneumonia tertinggi di dunia [25]. 

Upaya pengendalian pneumonia di Indonesia telah dilakukan melalui vaksinasi Pneumococcal 

Conjugate Vaccine (PCV) yang diperluas secara nasional sejak 2022, program pengobatan, serta 

peningkatan kesadaran masyarakat melalui program MTBS dan promosi PHBS [13]. Meskipun 

demikian, penyebaran pneumonia masih tetap tinggi, mengindikasikan perlunya pemahaman 

mendalam mengenai pengaruh parameter intervensi terhadap dinamika penyebaran penyakit. Dalam 

konteks pengendalian penyakit menular, vaksinasi merupakan salah satu intervensi penting untuk 

mengurangi populasi yang rentan, sedangkan peningkatan awareness dapat mendorong perubahan 

perilaku yang berpotensi menurunkan risiko penularan. Agaba et al. [1] menunjukkan bahwa 

penyebaran awareness dapat memengaruhi dinamika penyakit dan kondisi kestabilan sistem 

epidemiologi. Selain itu, integrasi vaksinasi dan awareness dalam model epidemiologi juga telah 

menunjukkan bahwa kedua intervensi tersebut dapat memengaruhi dinamika serta kestabilan titik 

kesetimbangan [2]. 
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Pemodelan matematika menjadi pendekatan yang efektif untuk menganalisis dinamika 

penyebaran penyakit menular dan mengidentifikasi parameter intervensi yang paling berpengaruh. 

Pemodelan matematika merupakan proses konstruksi representasi kuantitatif dari suatu sistem atau 

fenomena menggunakan konsep dan bahasa matematik [7]. Setelah proses konstruksi model 

dilakukan, analisis sensitivitas menjadi tahapan penting untuk menentukan parameter-parameter 

yang memberikan pengaruh paling besar terhadap dinamika penyebaran penyakit. Analisis 

sensitivitas merupakan teknik matematika untuk menilai pengaruh perubahan parameter terhadap 

bilangan reproduksi dasar (𝑅0). Metode ini sesuai digunakan karena mampu mengidentifikasi 

parameter kunci yang paling berdampak dalam penurunan kasus dan penentuan prioritas intervensi 

secara optimal [13] serta telah terbukti efektif dalam pemodelan epidemiologi penyakit menular [16]. 

Dalam pemodelan pneumonia pada anak, analisis sensitivitas juga telah digunakan untuk 

mengidentifikasi parameter intervensi yang paling berpengaruh terhadap 𝑅0, sehingga dapat 

membantu menentukan strategi pengendalian yang lebih efektif [23]. 

 Dalam bidang epidemiologi, model kompartemen berbasis sistem persamaan diferensial telah 

banyak digunakan. Beberapa penelitian sebelumnya telah mengkaji model matematika pneumonia, 

di antaranya membahas model SEIPR dengan imunisasi dan pengobatan [10], serta mengembangkan 

model SEIRS dengan kontrol optimal [9]. Darmawan dan Tasman mengembangkan model 

matematika penyebaran pneumonia dengan intervensi vaksinasi dan pengobatan serta menganalisis 

titik kesetimbangan, bilangan reproduksi dasar, kestabilan lokal, dan simulasi numerik [6]. Ngari 

mengembangkan model kompartemen pneumonia pada anak di bawah lima tahun dengan 

mempertimbangkan vaksinasi dan pengobatan. Analisis yang dilakukan meliputi titik 

kesetimbangan, bilangan reproduksi dasar, kestabilan, sensitivitas, dan simulasi numerik, yang 

menunjukkan pentingnya vaksinasi dan pengobatan dalam pengendalian pneumonia [17]. Penelitian 

yang lebih baru oleh Paramita et al. [21] juga mengembangkan model pneumonia pada anak di bawah 

lima tahun dengan mempertimbangkan vaksinasi, pengobatan, dan faktor nutrisi, serta melakukan 

analisis titik kesetimbangan, 𝑅0, kestabilan lokal, sensitivitas, dan simulasi numerik. 

Di sisi lain, faktor awareness mulai mendapat perhatian dalam pengembangan model matematika 

pneumonia. Olopade et al. [19] mengembangkan model matematika transmisi pneumonia dengan 

mempertimbangkan awareness, sedangkan Oladejo et al. [18] mengembangkan model SEITR 

dengan faktor awareness. Jiru dan Kumaravel juga menganalisis model pneumonia dengan 

komponen awareness melalui analisis kestabilan dan sensitivitas. Hasil penelitian tersebut 

memperkuat pentingnya mempertimbangkan faktor awareness dalam menganalisis dinamika 

penyebaran pneumonia [11]. 

Meskipun demikian, penelitian terdahulu umumnya membahas vaksinasi dan awareness secara 

terpisah pada model pneumonia, atau mengintegrasikan kedua faktor tersebut pada model 

epidemiologi umum. Penelitian yang secara khusus mengintegrasikan faktor awareness pengasuh 

dan vaksinasi dalam model SEITR untuk menggambarkan dinamika pneumonia pada populasi balita 

di Indonesia, disertai analisis titik kesetimbangan, kestabilan asimtotik lokal, sensitivitas parameter, 

dan simulasi numerik berbagai skenario intervensi, masih terbatas. 

Penelitian ini mengembangkan model SEITR [19] dengan penambahan parameter vaksinasi 

untuk mengakomodasi program PCV yang telah diimplementasikan di Indonesia. Analisis 

sensitivitas dilakukan untuk mengidentifikasi parameter yang paling berpengaruh terhadap bilangan 

reproduksi dasar 𝑅0 guna memberikan rekomendasi intervensi yang lebih efektif dalam pengendalian 

pneumonia pada balita di Indonesia. Model tersebut mempertahankan faktor awareness yang 

memengaruhi laju penularan dan menambahkan vaksinasi sebagai intervensi untuk mengurangi 

proporsi individu yang masuk ke kelompok rentan. Selanjutnya, dilakukan analisis titik 

kesetimbangan dan kestabilan asimtotik lokal, perhitungan bilangan reproduksi dasar 𝑅0 analisis 

sensitivitas, serta simulasi numerik dengan berbagai skenario awareness dan vaksinasi. Analisis 

tersebut dilakukan untuk mengidentifikasi parameter yang paling berpengaruh terhadap bilangan 
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reproduksi dasar 𝑅0 dan mengevaluasi kombinasi intervensi yang berpotensi mengarahkan sistem 

menuju kondisi bebas penyakit, sehingga dapat memberikan gambaran mengenai strategi 

pengendalian pneumonia pada balita di Indonesia. 

 

2.  MODEL MATEMATIKA 
Model pada penelitian ini membagi populasi balita ke dalam lima kompartemen utama yang 

saling berinteraksi secara dinamis, yaitu S (Susceptible) untuk kelompok individu rentan yang belum 

terinfeksi namun berisiko tertular, E (Exposed) menyatakan kelompok individu yang telah terpapar 

tetapi belum menunjukkan gejala serta belum mampu menularkan penyakit, I (Infected) merupakan 

kelompok individu yang mengalami infeksi aktif, menunjukkan gejala, dan dapat menyebarkan 

penyakit melalui droplet pernapasan, sedangkan T (Treated) menunjukkan kelompok individu yang 

sedang menjalani proses  pengobatan, dan R (Recovered) untuk kelompok yang telah sembuh dan 

memiliki imunitas sementara. Pengembangan utama dalam penelitian ini adalah penambahan 

parameter vaksinasi sebagai strategi intervensi tambahan di samping parameter kesadaran 

(awareness) yang telah ada dalam model [14]. Penambahan parameter vaksinasi ini secara langsung 

mengurangi laju masuknya individu ke kompartemen rentan, yang pada akhirnya menekan laju 

transmisi penyakit dalam populasi. 

Adapun asumsi-asumsi dalam membentuk model SEITR ini adalah sebagai berikut: 

a. Individu baru masuk ke dalam populasi melalui kelahiran dengan laju rekrutmen 𝜋. Dari 

total kelahiran tersebut, proporsi sebesar 𝑣 langsung mendapatkan vaksinasi dan masuk ke 

kompartemen R, sedangkan proporsi (1 − 𝑣) masuk ke kompartemen rentan (S). 

b. Setiap kompartemen mengalami laju kematian alami yaitu 𝜇. 

c. Individu rentan (S) dapat mengalami infeksi akibat kontak dengan individu yang terinfeksi 

(I) dengan laju transmisi yang mengikuti fungsi mass action incidence, di mana laju kontak 

efektif dimodifikasi oleh faktor awareness (𝜔) yang mencerminkan kondisi lingkungan 

sosial di sekitar populasi balita. 

d. Individu terinfeksi dapat mengalami kematian karena infeksi penyakit dengan laju 𝛿. 

e. Individu yang sembuh dapat menjadi rentan kembali karena kekebalan tubuh terhadap 

penyakit menurun. 

f. Tidak terdapat imigrasi maupun emigrasi dalam populasi. Populasi bersifat tertutup, 

sehingga perubahan populasi hanya terjadi akibat rekrutmen baru (𝜋) dan kematian (𝜇, 𝛿). 

Seluruh individu dalam populasi diasumsikan homogen dalam hal karakteristik biologis dan 

demografis, artinya memiliki perilaku yang sama terhadap proses penularan 

 

Skema dari model matematika SEITR penyebaran penyakit pneumonia sebagai berikut: 

Gambar 2.1 Skema model SEITR penyakit pneumonia 
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Berdasarkan Gambar 2.1, diperoleh sistem persamaan model matematika sebagai berikut. 

 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
= (1 − 𝑣)𝜋 − (1 − 𝜔)

𝛽𝐼

𝑁
𝑆 − 𝜇𝑆 + 𝜌𝑅 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= (1 − 𝜔)

𝛽𝐼

𝑁
𝑆 − (𝑘 + 𝜂 + 𝜇)𝐸 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝑘𝐸 − (𝛿 + 𝜏 + 𝜃 + 𝜇)𝐼 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝜃𝐼 − (𝛾 + 𝜇)𝑇 

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝑣𝜋 + 𝜂𝐸 + 𝜏𝐼 + 𝛾𝑇 − (𝜇 + 𝜌)𝑅 

 

Definisi parameter yang digunakan dalam model matematika 𝑆𝐸𝐼𝑇𝑅 pada dinamika penyebaran 

penyakit pneumonia ditunjukkan pada Tabel 1 berikut. 

 

Tabel 2.1 Definisi parameter pada Model SEITR 

Parameter Keterangan Syarat 

𝜋 Laju kelahiran 𝜋 ≥ 0 

𝜇 Laju kematian alami 𝜇 ≥ 0 

𝛽 Laju kontak efektif antar individu 𝛽 ≥ 0 

𝜔 
Tingkat kesadaran pengasuh/orang tua terhadap risiko penularan 

pneumonia pada balita yang memengaruhi laju kontak efektif 
0 ≤ 𝜔 ≤ 1 

𝑘 Laju perubahan individu terpapar menjadi individu terinfeksi 𝑘 ≥ 0 

𝜃 Laju individu terinfeksi yang mendapatkan pengobatan 𝜃 ≥ 0 

𝛾 Laju kesembuhan individu yang menerima pengobatan 𝛾 ≥ 0 

𝜂 Laju kesembuhan alami bagi individu terpapar 𝜂 ≥ 0 

𝜏 Laju kesembuhan alami bagi individu terinfeksi 𝜏 ≥ 0 

𝜌 Laju hilangnya kekebalan sehingga individu kembali rentan 𝜌 ≥ 0 

𝑣 Proporsi cakupan vaksinasi pada bayi baru lahir 0 ≤ 𝑣 ≤ 1 

𝛿 Laju kematian akibat penyakit atau infeksi 𝛿 ≥ 0 

 

 

3.   HASIL DAN PEMBAHASAN 
3.1  Titik Ekuilibrium 

Titik (𝑆, 𝐸, 𝐼, 𝑇, 𝑅) merupakan titik Ekuilibrium dari Sistem (2.1) jika memenuhi syarat 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
=

0,
𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 0,

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 0 [24]. 

1. Titik ekuilibrium bebas penyakit 𝐸0 diperoleh ketika 𝐸∗ = 𝐼∗ = 𝑇∗ =  0, sehingga: 

𝐸0 = (𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗, 𝑇∗, 𝑅∗) = (
𝜋(𝜇+𝜌−𝑣𝜇)

𝜇(𝜇+𝜌)
, 0,0,0,

𝑣𝜋

𝜇+𝜌
)  

2. Titik ekuilibrium endemik 𝐸1 = (𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗, 𝑇∗, 𝑅∗) ada ketika seluruh komponen bernilai 

positif, yang terjadi saat 𝑅0  >  1. Dengan demikian, diperoleh titik ekuilibrium endemik atau 

tidak bebas penyakit sebagai berikut: 

𝐸1 = (𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗, 𝑇∗, 𝑅∗) dengan 

(2.1) 

                                
. 

. 
𝑑𝑥𝑛

𝑑𝑡
=

𝑓𝑛(𝑡, 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛)  

 

(3.1)                         

.  
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𝑆∗ =
𝑁∗(𝑘+𝜂+𝜇)(𝛿+𝜏+𝜃+𝜇)

𝑘𝛽(1−𝜔)
  (3.2) 

𝐸∗ =
(𝛿+𝜏+𝜃+𝜇)𝐼∗

𝑘
  (3.3) 

𝐼∗ =

𝜇𝑁∗(𝑘+𝜂+𝜇)(𝛿+𝜏+𝜃+𝜇)

𝑘𝛽(1−𝜔)
−𝜋[(1−𝑣)+

𝜌𝑣

𝜇+𝜌
]

−
(𝑘+𝜂+𝜇)(𝛿+𝜏+𝜃+𝜇)

𝑘
+

𝜌

𝜇+𝜌
(
𝜂(𝛿+𝜏+𝜃+𝜇)

𝑘
+𝜏+

𝛾𝜃

𝛾+𝜇
)
  (3.4) 

𝑇∗ =
𝜃𝐼∗

(𝛾+𝜇)
  (3.5) 

𝑅∗ =
1

(𝜇+𝜌)
(𝑣𝜋 + [

𝜂(𝛿+𝜏+𝜃+𝜇)

𝑘
+ 𝜏 +

𝛾𝜃

(𝛾+𝜇)
] 𝐼∗)  (3.6) 

 

3.2 Bilangan Reproduksi Dasar (𝑹𝟎) 

Nilai 𝑅0 didefinisikan sebagai nilai harapan jumlah individu rentan yang terinfeksi akibat kontak 

dengan satu individu terinfeksi [22]. Basic Reproduction Number adalah rata-rata jumlah kasus 

sekunder yang dihasilkan oleh satu individu terinfeksi dalam populasi yang masih rentan terhadap 

penyakit. Nilai 𝑅0 dapat diperoleh melalui nilai eigen matriks Jacobian pada titik kesetimbangan 

bebas penyakit maupun endemik. Perhitungannya umumnya menggunakan pendekatan Next 

Generation Matrix (NGM) [4].  

 

Bilangan reproduksi dasar ditentukan menggunakan persamaan 
𝑑𝐸

𝑑𝑡
 dan 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
, yaitu: 

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= (1 − 𝜔)

𝛽𝐼

𝑁
𝑆 − (𝑘 + 𝜂 + 𝜇)𝐸  

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝑘𝐸 − (𝛿 + 𝜏 + 𝜃 + 𝜇)𝐼  

Matriks 𝐹 dan 𝑉 diperoleh dari turunan parsial 𝐹𝑖 dan 𝑉𝑖 terhadap 𝐸 dan 𝐼: 

𝐹 = (0 (1 − 𝜔)
𝛽𝑆

𝑁

0 0
); 𝑉 = (

(𝑘 + 𝜂 + 𝜇) 0
−𝑘 (𝛿 + 𝜏 + 𝜃 + 𝜇)

) 

Kedua matriks tersebut kemudian dievaluasi pada titik kesetimbangan bebas penyakit 𝐸0 pada 

Persamaan (3.1) sehingga diperoleh 

𝐹 = (
0 (1 − 𝜔)𝛽 (

(𝜇+𝜌−𝑣𝜇)

(𝜇+𝜌)
)

0 0
) , 𝑉 = (

(𝑘 + 𝜂 + 𝜇) 0
−𝑘 (𝛿 + 𝜏 + 𝜃 + 𝜇)

)  

Bilangan reproduksi dasar diperoleh dari 𝑅0 = 𝜌(𝐾) = det[𝐾 − 𝜆𝐼] = 0 di mana 𝐾 = 𝐹𝑉−1. 

Karena 𝑅0 adalah nilai eigen terbesar, maka bilangan reproduksi dasar dari model dinamika 

pneumonia dengan faktor awareness dan vaksinasi adalah: 

𝑅0 =
(1 − 𝜔)𝛽𝑘(𝜇 + 𝜌 − 𝑣𝜇)

(𝑘 + 𝜂 + 𝜇)(𝛿 + 𝜏 + 𝜃 + 𝜇)(𝜇 + 𝜌)
 

Jika 𝑅0 < 1, maka titik kesetimbangan bebas penyakit stabil asimtotik sehingga penyakit tidak dapat 

menyebar dan pada akhirnya akan menghilang dari populasi. Sebaliknya, jika 𝑅0 > 1, maka titik 

kesetimbangan bebas penyakit menjadi tidak stabil, sedangkan titik kesetimbangan endemik stabil 

asimtotik, yang menunjukkan bahwa penyakit akan terus bertahan dalam populasi [3]. 

(3.7)  

 

(3.8)  

 

(3.10)  

 

(3.9)  
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3.3 Analisis Kestabilan Model 

Sistem (2.1) merupakan sistem nonlinier [8], sehingga analisis kestabilannya ditentukan berdasarkan 

nilai eigen dari matriks Jacobian yang diperoleh melalui proses linearisasi [15] pada model SEITR 

penyebaran penyakit pneumonia. Matriks Jacobian untuk model dinamika penyebaran penyakit 

pneumonia sebagai berikut. 

𝐽 =

[
 
 
 
 
 
 
 −(1 − 𝜔)

𝛽𝐼

𝑁
− 𝜇 0 −(1 − 𝜔)

𝛽𝑆

𝑁
0 𝜌

(1 − 𝜔)
𝛽𝐼

𝑁
−(𝑘 + 𝜂 + 𝜇) (1 − 𝜔)

𝛽𝑆

𝑁
0 0

0 𝑘 −(𝛿 + 𝜏 + 𝜃 + 𝜇) 0 0

0 0 𝜃 −(𝛾 + 𝜇) 0

0 𝜂 𝜏 𝛾 −(𝜇 + 𝜌)]
 
 
 
 
 
 
 

 

3.3.1 Kestabilan Titik Ekuilibrium Bebas Penyakit 

Kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakit 𝐸0 dianalisis dengan mensubstitusikan titik 𝐸0 =

(
𝜋(𝜇+𝜌−𝑣𝜇)

𝜇(𝜇+𝜌)
, 0,0,0,

𝑣𝜋

𝜇+𝜌
), ke dalam matriks Jacobian pada Persamaan (3.11) sehingga diperoleh  

𝐽(𝐸0) =

[
 
 
 
 
 
 
 −𝜇 0 −(1 − 𝜔)

𝛽𝑆∗

𝑁
0 𝜌

0 −(𝑘 + 𝜂 + 𝜇) (1 − 𝜔)
𝛽𝑆∗

𝑁
0 0

0 𝑘 −(𝛿 + 𝜏 + 𝜃 + 𝜇) 0 0

0 0 𝜃 −(𝛾 + 𝜇) 0

0 𝜂 𝜏 𝛾 −(𝜇 + 𝜌)]
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Nilai eigen dapat diperoleh dengan menyelesaikan persamaan karakteristik det( 𝐽(𝐸0) − 𝜆𝐼) = 0. 

Diperoleh persamaan karakteristik sebagai berikut 

(−𝜇 − 𝜆) ⋅ (−(𝜇 + 𝜌) − 𝜆) ⋅ ( −𝐶 − 𝜆) ⋅ [𝜆2 + (𝐴 + 𝐵)𝜆 + 𝐴𝐵(1 − 𝑅0)] = 0 

Dari persamaan karakteristik tersebut, diperoleh nilai eigen 𝜆1 = −𝜇, 𝜆2 = −(𝜇 + 𝜌), 𝜆3 = −(𝛾 +
𝜇) dan dua nilai eigen lainnya merupakan akar dari polinom kuadrat 𝜆2 + (𝐴 + 𝐵)𝜆 +
𝐴𝐵(1 − 𝑅0) = 0. Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz, akar-akar dari persamaan tersebut akan 

memiliki bagian real negatif apabila seluruh koefisien polinomial bernilai positif [14].  Koefisien 

dari 𝜆1 adalah (𝐴 + 𝐵) > 0 karena 𝐴 dan 𝐵 merupakan kombinasi parameter yang bernilai positif. 

Koefisien dari 𝜆0 adalah 𝐴𝐵(1 − 𝑅0), yang bernilai positif apabila 𝑅0 < 1. Dengan demikan, apabila 

𝑅0 < 1, maka seluruh nilai eigen 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 bernilai negatif dan kedua akar pada Persamaan (3.13) 

mempunyai bagian real negatif. 

3.3.2 Kestabilan Titik Ekuilibrium Endemik 

Matriks Jacobian pada persamaan (3.1) disubstitusi dengan titik ekuilibrium endemik 

penyebaran penyakit pneumonia 𝐸1 = ( 
𝑁∗(𝑘+𝜂+𝜇)(𝛿+𝜏+𝜃+𝜇)

𝑘𝛽(1−𝜔)
,
(𝛿+𝜏+𝜃+𝜇)𝐼∗

𝑘
, =

(3.11)  

(3.12)  

(3.13)  

(3.14)  
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𝜇𝑁∗(𝑘+𝜂+𝜇)(𝛿+𝜏+𝜃+𝜇)

𝑘𝛽(1−𝜔)
−𝜋[(1−𝑣)+

𝜌𝑣

𝜇+𝜌
]

−
(𝑘+𝜂+𝜇)(𝛿+𝜏+𝜃+𝜇)

𝑘
+

𝜌

𝜇+𝜌
(
𝜂(𝛿+𝜏+𝜃+𝜇)

𝑘
+𝜏+

𝛾𝜃

𝛾+𝜇
)
, 

𝜃𝐼∗

(𝛾+𝜇)
, 

1

(𝜇+𝜌)
(𝑣𝜋 + [

𝜂(𝛿+𝜏+𝜃+𝜇)

𝑘
+ 𝜏 +

𝛾𝜃

(𝛾+𝜇)
] 𝐼∗). Pada titik 

kesetimbangan endemik berlaku 𝐼 = 𝐼∗ ≠ 0, sehingga matriks Jacobian di 𝐸1 adalah: 

𝐽(𝐸1) =

(

 
 
 

(1−𝜔)𝛽𝐼∗

𝑁
− 𝜇 0 −

(1−𝜔𝛽𝑆∗

𝑁
0 𝜌

(1−𝜔)𝛽𝐼∗

𝑁
−𝐵

(1−𝜔)𝛽𝑆∗

𝑁
0 0

0 𝑘 −𝐴 0 0
0 0 𝜃 −𝐶 0
0 𝜂 𝜏 𝛾 −(𝜇 + 𝜌))

 
 
 

  

Matriks Jacobian di 𝐸1 dapat ditulis sebagai: 

𝐽(𝐸1) =

(

 
 

−𝑝 − 𝜇 0 −𝑞 0 𝜌
𝑝 −𝐵 𝑞 0 0
0 𝑘 −𝐴 0 0
0 0 𝜃 −𝐶 0
0 𝜂 𝜏 𝛾 −(𝜇 + 𝜌))

 
 

 

Di mana 𝑝 =
(1−𝜔)𝛽𝐼∗

𝑁
, 𝑞 =

(1−𝜔)𝛽𝑆∗

𝑁
 . 

Nilai eigen dari 𝐽(𝐸1) diperoleh dari persamaan karakteristik det(𝐽(𝐸1) − 𝜆𝐼) = 0. Persamaan 

karakteristik dari 𝐽(𝐸1) membentuk polinomial berderajat lima: 

𝑃(𝜆) = 𝜆5 + 𝑎1𝜆
4 + 𝑎2𝜆

3 + 𝑎3𝜆
2 + 𝑎4𝜆 + 𝑎5 = 0  

dengan koefisien-koefisien yang diperoleh dari ekspansi sebagai berikut: 

𝑎5 = 𝐶(𝜇 + 𝜌)(𝑝 + 𝜇)( 𝐴𝐵 − 𝑘𝑞) − 𝜌𝑝𝐶(𝑘𝜏 + 𝜂𝐴) − 𝜌𝑝𝑘𝛾𝜃 

𝑎4 = 𝐶(𝜇 + 𝜌)(𝑝 + 𝜇)(𝐴 + 𝐵) + [𝐶(𝑝 + 𝜇) + (𝐶 + 𝜇 + 𝜌)(𝑝 + 𝜇)](𝐴𝐵 − 𝑞𝑘) − 𝜌𝑝(𝐶𝜂 + 𝑘𝜏
+ 𝜂𝐴) − 𝑞𝑝𝑘(𝐶 + 𝜌) 

𝑎3 = 𝐶(𝜇 + 𝜌)(𝑝 + 𝜇) + [𝐶(𝜇 + 𝜌) + (𝐶 + 𝜇 + 𝜌)(𝑝 + 𝜇)](𝐴 + 𝐵)
+ (𝐶 + 𝑝 + 2𝜇 + 𝜌)(𝐴𝐵 − 𝑞𝑘) − 𝜌𝑝𝜂 + 𝑞𝑝𝑘(𝐶 + 𝜌 + 𝜇) 

𝑎2 = 𝐶(𝜇 + 𝜌) + (𝐶 + 𝜇 + 𝜌)(𝑝 + 𝜇) + (𝐶 + 𝑝 + 2𝜇 + 𝜌)(𝐴 + 𝐵) + (𝐴𝐵 − 𝑞𝑘) + 𝑞𝑝𝑘 
𝑎1 = 𝐴 + 𝐵 + 𝐶 + 𝑝 + 2𝜇 + 𝜌 

Titik ekuilibrium endemik (𝐸1) dikatakan stabil apabila semua nilai eigen dari matriks Jacobian 

(𝐽(𝐸1)) mempunyai bagian real negatif. Penentuan tanda nilai eigen dari Persamaan (3.16) dilakukan 

dengan menggunakan kriteria Routh–Hurwitz. Berdasarkan kriteria tersebut, akar-akar persamaan 

karakteristik 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4, 𝜆5 akan mempunyai bagian real negatif jika memenuhi syarat 𝑎1 >
0, 𝑎1𝑎2 − 𝑎3 > 0, 𝑎1𝑎2𝑎3 − 𝑎3

2 − 𝑎1
2𝑎4 + 𝑎1𝑎5 > 0, (𝑎1𝑎2𝑎3 − 𝑎3

2 − 𝑎1
2𝑎4𝑎1𝑎5)(𝑎1 𝑎4 − 𝑎5) −

𝑎5(𝑎1𝑎2 − 𝑎3)
2 > 0 dan 𝑎5 > 0. Jika seluruh kondisi ini dipenuhi, maka semua nilai eigen dari 

(𝐽(𝐸1)) memiliki bagian real negatif sehingga titik ekuilibrium endemik (𝐸1) bersifat stabil asimtotik 

lokal. Sebaliknya, apabila salah satu syarat Routh–Hurwitz tidak terpenuhi, maka paling tidak 

terdapat satu nilai eigen dengan bagian real positif, sehingga titik kesetimbangan endemik (𝐸1) 

menjadi tidak stabil[12]. 

(3.15)  

(3.16)  
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3.4 Analisis Sensitivitas 

Analisis sensitivitas dilakukan melalui perhitungan indeks sensitivitas ternormalisasi 𝑅0  terhadap 

masing-masing parameter model menggunakan persamaan 𝛶𝑃
𝑅0 =

𝜗𝑅0

𝜗𝑃
×

𝑃

𝑅0
 [5]. Indeks sensitivitas 

ternormalisasi dihitung untuk setiap parameter yang mempengaruhi 𝑅0 . Hasil perhitungan disajikan 

dalam Tabel 3.1 berikut.  

Tabel 3.1 Indeks Sensitivitas parameter terhadap 𝐑𝟎. 

Parameter Indeks Sensitivitas 

𝛽 +1 

𝜔 −
𝜔

1−𝜔
  

𝑘 
𝜂+𝜇

𝑘+𝜂+𝜇
  

𝑣 −
𝑣𝜇

𝜇+𝜌−𝑣𝜇
  

𝜂 −
𝜂

𝑘+𝜂+𝜇
  

 𝛿 −
𝛿

𝛿+𝜏+𝜃+𝜇
  

𝜏 −
𝜏

𝛿+𝜏+𝜃+𝜇
  

𝜃 −
𝜃

𝛿+𝜏+𝜃+𝜇
  

𝜇 
𝜇(1−𝑣)

𝜇+𝜌−𝑣𝜇
−

𝜇

𝐴
−

𝜇

𝐵
−

𝜇

𝜇+𝜌
  

𝜌 
𝑣𝜇𝜌

(𝜇 + 𝜌 − 𝑣𝜇)(𝜇 + 𝜌)
 

 

Parameter-parameter yang digunakan dalam proses perhitungan tersebut disajikan pada tabel berikut. 

Tabel 3.2 Nilai Parameter Model Dinamika Penyebaran Pneumonia 

Parameter Nilai Sumber 

𝜋 0,0023 [14] 

𝜇 0,0019 [14] 

𝛽 0,4 [19] 

𝜔 0,2 Asumsi 

𝑘 0,0758 [10] 

𝜃 0,0458 [10] 

𝛾 0,053 [10] 

𝜂 0,05 [19] 

𝜏 0.0115 [3] 

𝜌 0.00095 [3] 

𝑣 0,7 [14] 

𝛿 0,0001 [14] 

 

Nilai-nilai parameter tersebut disubsitisikan ke dalam masing-masing rumus indeks sensitivitas pada 

Tabel 3.1 sehingga diperoleh nilai numerik sebagai berikut. 
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Gambar 3.1 Indeks Sensitivitas Parameter terhadap 𝑅0 

Berdasarkan hasil perhitungan indeks sensitivitas setiap parameter terhadap bilangan reproduksi 

dasar 𝑅0 diperoleh informasi mengenai seberapa besar pengaruh masing-masing parameter terhadap 

penyebaran penyakit pneumonia pada balita. Parameter 𝛽 memiliki indeks sensitivitas sebesar +1, 

yang berarti setiap peningkatan laju kontak efektif sebesar 1% akan meningkatkan 𝑅0 sebesar 1% 

secara proporsional. Hal tersebut menunjukkan bahwa 𝛽 merupakan parameter yang paling 

berpengaruh dalam meningkatkan penyebaran penyakit pneumonia. Oleh sebab itu, diperlukan upaya 

untuk mengurangi kontak langsung antara individu rentan dan individu yang terinfeksi, misalnya 

melalui peningkatan higienitas lingkungan dan penerapan protokol kesehatan, menjadi langkah yang 

sangat krusial. 

3.5 Simulasi Numerik 

Penyelesaian simulasi numerik dilakukan menggunakan metode Runge-Kutta orde empat. 

Kondisi awal yang digunakan berdasarkan data proyeksi BPS dan Kementerian Kesehatan RI tahun 

2024 dengan total populasi balita 𝑁 =  22.000.000 jiwa, yaitu 𝑆(0)  =  13.565.000, 𝐸(0)  =
 528.000, 𝐼(0)  =  527.000, 𝑇(0)  =  480.000, dan 𝑅(0)  =  6.900.000 dengan nilai parameter 

pada Tabel 3.2. Diperoleh nilai bilangan reproduksi dasar sebesar 1,708332. Nilai 𝑅0 > 1 

mengindikasikan adanya titik ekuilibrium endemik di dalam model Titik kesetimbangan endemik 

diperoleh sebagai 𝐸1 = (𝑆∗, 𝐸∗, 𝐼∗, 𝑇∗, 𝑅∗) =
(6.868.297,3285; 159.654,3877; 204.077,6154; 170.250,5425; 19.218.558,1461). 

Hasil simulasi dinamika penyebaran penyakit pneumonia dapat dilihat pada Gambar 3.2 berikut. 

 
Gambar 3.2 Grafik Dinamika Penyebaran Penyakit Pneumonia 
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Berdasarkan Gambar 3.2, seluruh kompartemen pada model SEITR menunjukkan pola osilasi 

teredam yang secara bertahap menuju titik kesetimbangan endemik (E₁). Kompartemen S (Rentan) 

mengalami penurunan tajam pada awal simulasi, kemudian berfluktuasi dengan amplitudo yang 

semakin kecil hingga stabil. Kompartemen E (Terpapar) sempat meningkat sedikit di awal, lalu 

menurun dan mencapai kondisi stabil lebih cepat dibanding kompartemen lainnya. Kompartemen I 

(Terinfeksi) meningkat hingga mencapai puncak pada awal simulasi, kemudian menurun dan 

berangsur menuju keadaan stabil. Kompartemen T (Diobati) mengalami peningkatan akibat proses 

pengobatan, lalu menurun dan mencapai kestabilan setelah terjadi fluktuasi kecil. Sementara itu, 

kompartemen R (Sembuh) meningkat secara signifikan pada awal simulasi, kemudian mengalami 

osilasi ringan sebelum mencapai nilai konstan. Secara keseluruhan, seluruh kompartemen konvergen 

menuju titik kesetimbangan endemik pada rentang waktu sekitar bulan ke-1000 hingga 2000, yang 

menunjukkan bahwa penyakit tetap bertahan dalam populasi meskipun telah dilakukan upaya 

pengendalian melalui vaksinasi dan pengobatan. 

Tahap selanjutnya adalah melakukan simulasi numerik dengan memvariasikan parameter 

vaksinasi untuk menganalisis pengaruh tingkat cakupan vaksinasi terhadap dinamika kompartemen 

dalam model SEITR. Nilai 𝑣 diuji pada beberapa skenario, yaitu 0; 0,2; 0,5; 0,7; dan 1,0, sementara 

parameter lainnya tetap sesuai Tabel 3.2. Hasil simulasi ditunjukkan pada Gambar 3.2. 

 

 
      

 
Gambar 3.3 Grafik Dinamika Populasi Model SEITR dengan Variasi Parameter 𝑣 

Gambar 3.3 menunjukkan bahwa peningkatan cakupan vaksinasi memengaruhi dinamika 

populasi pada model SEITR. Pada kompartemen S seluruh skenario memiliki pola yang serupa dan 

konvergen menuju keseimbangan yang sama, tetapi dengan kecepatan stabilisasi yang berbeda. Pada 
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kompartemen E dan I, semakin tinggi nilai 𝑣, semakin rendah puncak populasi terpapar dan 

terinfeksi. Meskipun demikian, pada skenario 𝑣 =  1,0 nilai 𝑅0  =  1,0677, sehingga penyakit 

masih bersifat endemik. Pada kompartemen T, peningkatan vaksinasi juga menurunkan jumlah 

individu yang memerlukan pengobatan. Sementara itu, pada kompartemen R,  semakin tinggi 

cakupan vaksinasi maka semakin besar populasi yang berada pada kompartemen tersebut dalam 

jangka panjang. Secara keseluruhan, vaksinasi efektif menekan jumlah kasus dan kebutuhan 

pengobatan, namun belum mampu mengarahkan sistem menuju ekuilibrium bebas penyakit karena 

seluruh nilai 𝑅0 masih lebih besar dari 1. Oleh karena itu, vaksinasi perlu dikombinasikan dengan 

peningkatan kesadaran pengasuh agar pengendalian pneumonia pada balita menjadi lebih efektif. 

Berikut disajikan grafik hasil simulasi perubahan nilai 𝜔 dan 𝑣. 

 

 

 
Gambar 3.4 Grafik Dinamika Penyebaran Pneumonia saat 𝜔 = 0,7 dan 𝑣 = 0,1; 0,3; 0,5; 0,7; 0,9 
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Pada tingkat kesadaran pengasuh 𝜔 =  0,7, laju penularan efektif menurun menjadi 0,12, 

sehingga ketika 𝑣 =  0,3 diperoleh 𝑅0  <  1. Kondisi ini menunjukkan bahwa setiap individu 

terinfeksi menularkan penyakit kepada kurang dari satu individu lain, sehingga penyebaran 

pneumonia dapat dikendalikan dan populasi secara bertahap menuju kondisi bebas penyakit. 

 

 

4.  KESIMPULAN 

Model SEITR yang mengintegrasikan faktor awareness dan vaksinasi memiliki dua titik 

kesetimbangan, yaitu bebas penyakit dan endemik. Analisis kestabilan menunjukkan bahwa titik 

bebas penyakit stabil ketika 𝑅0 <  1, sedangkan titik endemik stabil ketika 𝑅0  >  1. Berdasarkan 

parameter yang merepresentasikan kondisi Indonesia, diperoleh 𝑅0  =  1,7083, yang 

mengindikasikan bahwa pneumonia pada balita masih bersifat endemik. Hasil analisis sensitivitas 

menunjukkan bahwa laju kontak efektif (𝛽) merupakan parameter yang paling berpengaruh terhadap 

𝑅0, sementara vaksinasi (𝑣) dan awareness (𝜔) berkontribusi dalam menurunkan nilai 𝑅0. Simulasi 

numerik menunjukkan bahwa peningkatan awareness merupakan intervensi paling efektif dalam 

mengendalikan penyebaran pneumonia dan dapat menurunkan 𝑅0 hingga di bawah satu. Vaksinasi 

juga berperan penting, namun efektivitasnya meningkat apabila dikombinasikan dengan tingkat 

kesadaran yang tinggi. Secara keseluruhan, sinergi antara peningkatan kesadaran pengasuh balita, 

vaksinasi, dan pengurangan kontak efektif diperlukan untuk mencapai kondisi bebas penyakit pada 

populasi balita di Indonesia. 
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