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Abstract  
Variational iteration method is a semi analytic solution used to solve   the parabolic 

differential  equation both of homogen or nonhomogen. In the process of determining an 

approximation solution, this method did not use a linearization and a small pertubation. In 

this paper, the variational iteration method is implemented in the parabolic differential 

equation  in the form of  ut = uxx + (u) + g(x, t) with appropriate intial condition. 

Furthermore, some examples of special parabolic differential equations are given to test the 

reliability and convergence of the method. Based on the result of study shows that the 

variational iteration method is  able to solve the parabolic differential equation with a good 

accuration.  

. 

Keywords:   Variational iteration method, nonlinear parabolic differential equation, 

semi analytical method. 

 

Abstrak 
Metode iterasi variasional merupakan metode semi analitik yang digunakan untuk 

menyelesaikan persamaan diferensial parsial nonlinier baik homogen maupun 

nonhomogen. Pada proses menentukan solusi hampiran, metode ini tidak memerlukan 

linierisasi dan pertubasi. Pada artikel ini, metode iterasi variasional diimplementasikan 

pada persamaan diferensial parsial parabolik dalam bentuk ut = uxx + (u) + g(x, t) 

berdasarkan syarat awal. Selanjutnya, beberapa contoh persamaan diferensial parabolik 

khusus diberikan untuk menguji reabilitas dan konvergensi metode ini. Berdasarkan hasil 

kajian diperoleh bahwa metode iterasi variasional dapat  menyelesaikan persamaan 

diferensial parabolik dengan akurasi yang baik. 

. 

Kata kunci: Metode iterasi variasi, persamaan diferensial parabolik nonlinier,   metode 

semi analitik. 

 

1.  Pendahuluan  

Persamaan diferensial parabolik merupakan representasi matematis yang 

mendeskripsikan fenomena-fenomena sains dan teknik yang bergantung pada variabel waktu. 

Fenomena-fenomena tersebut diantaranya: konduksi panas, persoalan ekologi dan biologi, 

dinamika gas dan fluida, hidrodinamik, akustik, reaksi kimia, populasi genetik dan difusi 

partikel [1]. 

Persamaan diferensial parabolik yang dihasilkan dari fenomena-fenomena tersebut 

memiliki bentuk nonlinier  dan kompleks sehingga penyelesaian eksaknya sangat sulit untuk 

ditentukan. Oleh karena itu, beberapa teknik penyelesaian  semi analitik telah sukses 
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digunakan untuk menentukan penyelesaian berbagai tipe persamaan diferensial parabolik 

nonlinear, seperti metode dekomposisi Adomian [2, 3, 4, 5], metode dekomposisi Adomian 

Laplace [6], metode analisis homotopi [7, 8, 9], metode transformasi diferensial [10, 11], 

metode pertubasi homotopi [12, 13]. Selain metode metode-metode yang disebutkan di atas, 

terdapat teknik lain yang dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial 

parabolik nolinier, yaitu metode iterasi variasi. 

Metode iterasi variasi dikemukakan dan dikembangkan oleh He [14]. Metode ini 

dikontruksi sebagai sebuah fungsi koreksi yang memuat pengali Lagrange. Tidak seperti 

metode semi analitik lainnnya, kontruksi metode iterasi variasi tidak melibatkan linierisasi 

atau gangguan kecil. Metode ini juga telah sukses menyelesaikan berbagai tipe persamaan 

diferensial, baik elementer maupun  parsial, seperti: persamaan Duffing dan pendulum [15], 

persaman Lotka-Volterra satu spesies [16], persamaan parabolik linear [17],  sistem 

persamaan diferensial integral [18], problem Lane-Emden dan Emden-Fowler [19], dan 

sistem persamaan integral diferensial  fuzzy Volterra linier [20]. 

Makalah ini membahas implementasi metode iterasi variasi pada persamaan diferensial 

parabolik  yang dikemukakan oleh Ghotbi dkk [17] dengan menambahkan bentuk nonlinear. 

Selanjutnya untuk mengetahui kekonvergenan dari penyelesaian hampiran yang dihasilkan, 

pada beberapa iterasi dihitung galat mutlaknya.   

 

2.  Metode Iterasi Variasi 
Untuk menggambarkan teknik konsep dasar, selanjutnya pertimbangkan bentuk 

umum persamaan diferensial berikut [15]: 

( , )Lu Nu g x t  .               (1) 

Misalkan t xLu L u L u   maka Persamaan (1) dapat ditulis kembali menjadi 

   ( , ) 0t xL u L u Nu g x t    , (2) 

dengan xL  dan tL  adalah masing-masing operator linier terhadap  x dan t, N adalah  operator 

nonlinier dan ),( txg adalah fungsi kontinu. Berdasarkan metode iterasi variasi, dikontruksi 

suatu fungsi koreksi untuk Persamaan (2) dalam bentuk  

 1
0

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
t

n n n x n nu x t u x t L u x L u x Nu x g x t            , (3) 

dengan () adalah  fungsi pengali Langrange dan dapat diidentifikasi secara optimal 

menggunakan teori kalkulus variasi, nu
 
adalah variasi terbatas sehingga menjadikan  0nu   

untuk mencapai kondisi stasioner,  dan u0 dipilih berdasarkan syarat awal yang diberikan.  

Misalkan un adalah penyelesaian hampiran pada iterasi ke-n (n  0), maka 

penyelesaian eksak dari (2) diberikan oleh 

  ( , )  ( , )lim n
n

u x t u x t


 , (4) 

sedangkan galat pada iterasi ke-n dihitung dengan menggunakan rumus 

 ( , ) ( , )n nE u x t u x t   [21]. (5) 

3.  Implementasi Metode Iterasi Variasi pada Persamaan Parabolik 
  

Untuk mengkontruksi bentuk fungsi koreksi, pertimbangan kembali persamaan 

diferensial parsial  parabolik  berikut  
2

2
( ) ( , )

u u
u g x t

t x


 
  

 

,     (6) 

dengan syarat batas (0, ) (1, ) 0u t u t   dan syarat awal ( ,0) ( )u x f x .  

Misalkan tL
t





 dan 
2

2xxL
x





 adalah operator linier diferensial, maka Persamaan (6) 

dapat ditulis dalam bentuk 
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( ) ( , )t xxL u L u u g x t   , 

atau  

( ) ( , ) 0t xxL u L u u g x t    .    (7) 

Komponen ( )u  pada persaman (7) merupakan fungsi berbentuk nonlinier. Persamaan (7) 

dikatakan homogen apabila ( , ) 0g x t  . Namun sebaliknya,  jika ( , ) 0g x t  , maka Persamaan 

(7) dikatakan nonhomogen. 

Untuk menyelesaikan Persamaan (7), maka berdasarkan metode iterasi variasi  

Persamaan (7) dapat diubah menjadi 

 1
0

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ( , )) ( , )
t

n n n xx n nu x t u x t L u x L u x u x g x t d             (8) 

dengan () adalah pengali Lagrange. Nilai pengali Lagrange () dapat diidentifikasi secara 

optimal melalui teori variasi. Oleh karena itu, persamaan (8) dapat dibentuk menjadi 

 1
0

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ( , )) ( , )
t

n n n xx n nu x t u x t L u x L u x u x g x t d               . (9) 

Untuk mencapai kondisi stasioner diperlukan syarat 0nu  , sehingga Persamaan (9) 

menjadi   

 1
0

( , )
( , ) ( , ) ( )

t
n

n n

u x
u x t u x t d


     





 


 .   

atau 

  1
0

( , )
( , ) ( , ) 1 '( )

t
n

n n t

u x
u x t u x t d




      


 


  




. (10) 

Pada saat  kondisi stasioner  maka dari  Persamaan (10), kita mempunyai   '() | = t = 0  dan 

1 + () | = t = 0 sehingga diperoleh  = 1. Kemudian dengan mengganti nilai pengali 

Lagrange pada Persamaan (8), maka Persamaan (8) dapat ditulis kembali menjadi  

 
 1

0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ( , )) ( , )
t

n n n xx n nu x t u x t L u x L u x u x g x d           
. (11) 

atau 

 2

1 2
0

( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( ( , )) ( , )  

t
n n

n n n

u x u x
u x t u x t u x g x d

x

 
   




  
      

  

 (12) 

Berdasarkan Pesamaan (12), selanjutnya dengan mengambil nilai awal 0 ( , )u x t , maka 

diperoleh berturut ),(1 txu ),(),,( 32 txutxu  dalam bentuk  

    2
0 0

1 0 02
0

( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( ( , )) ( , )  

t u x u x
u x t u x t u x g x d

x

 
   



  
     

  


,  

  
2

1 1
2 1 12

0

( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( ( , )) ( , )  

t u x u x
u x t u x t u x g x d

x

 
   



  
      

  

,  

 2
2 2

3 2 22
0

( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( ( , )) ( , )  

t u x u x
u x t u x t u x g x d

x

 
   



  
      

  

,  

 

4.  Aplikasi Numerik 
  

Pada bagian ini, metode iterasi variasi pada Persamaan (12) di implementasikan terhadap 

beberapa persoalan persamaan diferensial parabolik nonlinear. Hasil numerik akan 

dibandingkan dengan penyelesaian eksaknya dan galat yang dihasilkan diplot untuk beberapa 

iterasi. 
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Contoh 1. 

Pertimbangkan persamaan differensial parsial parabolik nonlinear berikut ini, 

2

2

2

2
























x

u
u

x

u

t

u ,     (13) 

dengan syarat awal 
xexu )0,( [3]. 

Penyelesaian persamaan parabolik nonlinier pada persamaan (13) menggunakan metode 

iterasi variasi dilakukan dengan menentukan nilai 1 2( , ), ( , ),u x t u x t 3( , ),..., ( , )nu x t u x t . Oleh 

karena itu, dengan  menggunakan Persamaan (12), maka bentuk iterasi dari Persamaan (13) 

diberikan oleh 

 
22

2
1 2

0

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )  

t
n n n

n n n

u x u x u x
u x t u x t u x d

x x

  
 




    
            


  (14) 

Berdasarkan syarat awal u0(x, 0) = exp(x), maka dari Persamaan (14) diperoleh berturut-turut 

 

1

2

2

2 3

3

2

( , ) (1 ),

( , ) 1 ,
2!

( , ) 1 ,
2! 3!

( , ) 1 ,
2! !

x

x

x

n
x

n

u x t e t

t
u x t e t

t t
u x t e t

t t
u x t e t

n

 

 
   

 

 
    

 

 
     

 

 

Penyelesaian eksak Persamaan (13) diperoleh dengan mengambil n  , sehingga diperoleh 

  
2

( , ) 1
2! !

n
x t t

u x t e t
n

 
      

 
  

atau 

  ( , ) x tu x t e  . 

Akurasi penyelesaian dari Persamaan (13) bergantung kepada banyak iterasi yang 

digunakan. Gambar 1(a) dan 1(b) masing-masing menunjukkan perbandingan antara 

penyelesaian  eksak dengan penyelesaian hampiran untuk n = 2 dan n = 8. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar  1  Perbandingan solusi eksak dengan u2(x, t) dan u8(x, t) dari Persamaan (13) 

dengan 2 6t   : (a) 0 2x  ,  (b) x = 2. 

 

  

u(x, t) 

u8(x, t) 

u2(x, t) 

u(x, t) 

u8(x, t) 

u2(x, t) 

(a) (b) 
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Berdasarkan Gambar 1 dapat dilihat bahwa kurva yang dibentuk oleh 8( , )u x t  lebih 

mendekati u(x,t)  dibandingkan kurva lainnya. Hal ini menunjukkan bahwa penyelesaian 

hampiran dengan menggunakan iterasi lebih banyak akan mendekati penyelesain eksaknya. 

Sedangkan untuk memperlihatkan galat yang dihasilkan oleh beberapa penyelesaian hampiran 

diberikan pada Tabel 1.  

Untuk melihat konvergensi penyelesaian hampiran yang diperoleh, penulis menghitung  

galat-galat  pada  iterasi  ke- 2, 4, 6, 8, 10 dan 12  menggunakan  Persamaan  (6)  di x = 0,1  

dan   t = 0,2; 0,4; 0,6;  0,8 dan 1,0. Perbandingan nilai-nilai galat yang telah dihitung 

diberikan pada Tabel 1 berikut.  

 

Tabel 1 Perbandingan galat  beberapa iterasi di x = 0,1. 

t E2 E4 E6 E8 E10 E12 

0,2 3,8131(e3) 7,4974(e6) 7,0801(e9) 3,9134(e12) 1,4183(e15) 3,6276(e19) 

0,4 3,2143(e2) 2,4835(e4) 9,2988(e7) 2,0452(e10) 2,9544(e12) 3,0155(e14) 

0,6 1,1449(e1) 1,9539(e3) 1,6311(e5) 8,0280(e8) 2,6001(e10) 5,9558(e13) 

0,8 2,6889(e1) 8,5379(e3) 1,2551(e4) 1,0921(e6) 6,2651(e9) 2,5446(e11) 

1,0 5,9335(e1) 2,7042(e2) 6,1507(e4) 8,3142(e6) 7,4234(e8) 4,6993(e10) 

 

Untuk menggambarkan perubahan kelajuan galat dari Persamaan (13), nilai-nilai galat 

dari Tabel 1 untuk t = 0,2 dan t = 1, 0 diplot secara logaritmik sebagaimana yang  diberikan 

pada Gambar 2 berikut.  

 
 

Gambar 2 Perbandingan galat untuk  t = 0,2 dan t = 1,0. 

 

Berdasarkan Gambar 2 dapat diamati bahwa galat yang dihasilkan akan semakin 

mengecil ketika iterasi yang  yang digunakan semakin banyak. Hal  ini menunjukkan bahwa, 

semakin banyak iterasi yang digunakan, maka penyelesaian hampiran akan semakin 

mendekati  penyelesaian eksaknya. Selain itu, Gambar 2 juga memperlihatkan bahwa secara 

umum nilai galat menurun secara logaritmik baik untuk t = 0,2 maupun t = 1,0.   

 

Contoh 2. 

Pertimbangkan persamaan differensial parsial parabolik nonlinier berikut ini, 

0)1(
2

1 2










uu

x

u

t

u
, (15) 

dengan nilai awal 
xexu )0,(  [10]. 

3.1E-20

1.2E-17

4.9E-15

2.0E-12

7.8E-10

3.1E-07

1.3E-04

5.0E-02

E2 E4 E6 E8 E10 E12

t = 0,2

t = 1,0

E2  E4    E6      E8        E10          E12 
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Penyelesaian persamaan parabolik nonlinier pada persamaan (15) dilakukan dengan 

menentukan nilai 1 2 3( , ), ( , ), ( , ), , ( , )nu x t u x t u x t u x t . Selanjutnya dengan menggunakan 

Persamaan (12), maka Persamaan (15) menjadi 

 

  
2

1
0

( , ) ( , )1
( , ) ( , ) ( , ) 1 ( , )  

2

t
n n

n n n n

u x u x
u x t u x t u x u x d

x

 
  




   
           

   (16) 

Berdasarkan Persamaan (16) dan syarat awal 
xexu )0,( , diperoleh     

 1( , ) (1 )xu x t e t  , 

 
2

2 ( , ) 1
2!

x t
u x t e t  

   
 

,  

 
2 3

3( , ) 1
2! 3!

x t t
u x t e t  

    
 

, 

 
2 3

( , ) 1
2! 3! !

n
x

n

t t t
u x t e t

n

  
      

 
, 

    
Penyelesaian dari persamaan diferensial parabolik (15) dengan mengambil deret tak 

hingga dalam bentuk  

  
2 3

( , ) 1
2! 3! !

n
x t t t

u x t e t
n

  
       

 
,   

atau 

  ( , ) x tu x t e  .   

 
Akurasi penyelesaian dari persamaan (15) bergantung kepada banyaknya iterasi yang 

digunakan. Gambar 3 menunjukkan perbandingan penyelesaian hampiran untuk n = 2 dan 8.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar  3  Perbandingan solusi eksak dengan u2(x, t) dan u8(x, t) dari Persamaan (15) 

dengan 2 6t   : (a) 0 2x  , (b) x = 0. 

 

Berdasarkan Gambar 3 dapat dilihat bahwa kurva yang dibentuk oleh 8( , )u x t  lebih 

mendekati u(x,t)  dibandingkan kurva lainnya. Hal ini menunjukkan bahwa penyelesaian 

hampiran dengan menggunakan iterasi lebih banyak akan mendekati penyelesain eksaknya. 

Sedangkan untuk memperlihatkan galat yang dihasilkan oleh beberapa penyelesaian hampiran 

diberikan pada Tabel 2.  

Untuk melihat konvergensi penyelesaian hampiran yang diperoleh, penulis 

membandingkan galat-galat pada iterasi  ke- 2, 4, 6, 8, 10 dan 12 dengan menggunakan  

u(x, t) 

  

u(x, t) 

u2(x, t) 

u8(x, t) 

u(x, t) 

u8(x, t) 

u2(x, t) 

(a) (b) 
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Persamaan (6) untuk x = 0,1 dan t = 0,2; 0,4; 0,6;  0,8 dan 1,0.  Nilai-nilai perbandingan galat 

yang telah dihitung diberikan pada Tabel 2 berikut.  

 

 

 

Tabel 2 Perbandingan galat dari beberapa iterasi di x = 1, dan t = 0, 2; 0,4; 0,6;0,8;1,0. 

 

t E2 E4 E6 E8 E10 E12 

0,2 5,1604 (e4) 1,0147(e6) 9,5818(e10) 5,2963(e13) 1,9194(e16) 4,9094(e20) 

0,4 4,3501(e3) 3,3611(e5) 1,2585(e7) 2,7678(e10) 3,9985(e13) 4,0810(e16) 

0,6 1,5494(e2) 2,6443(e4) 2,2074(e6) 1,0864(e8) 3,5188(e11) 8,0604(e14) 

0,8 3,8826(e2) 1,1554(e3) 1,6986(e5) 1,4788(e7) 8,4788(e10) 3,4438(e12) 

1,0 8,0301(e2) 3,6598(e3) 8,3241(e5) 1,1252(e6) 1,0047(e8) 6,3597(e11) 

 

Plot dari nilai-nilai galat pada Tabel 2 untuk t = 0,2 dan t = 1,0 ditampilkan pada Gambar 

4 berikut.   

 

 

Gambar 4 Perbandingan galat untuk  t = 0,2 dan t = 1,0. 

 
Gambar 4 memperlihatkan bahwa secara umum  galat yang dihasilkan untuk t = 0,2 lebih 

kecil dibandingkan  t = 1,0.  Selain itu, Gambar 4 juga memperlihatkan bahwa nilai galat 

dipengaruhi oleh banyaknya iterasi yang digunakan. Nilai galat pada iterasi ke-12 lebih kecil 

dibandingkan pada iterasi ke-2, 4, 6, 8, dan 10. Penuruan nilai galat pada setiap jumlah iterasi 

bergerak secara logaritmik. Hal ini menunjukkan bahwa semakin banyak iterasi yang 

digunakan, maka penyelesaian hampiran dari persamaan (15) akan semakin mendekati 

penyelesaian eksaknya. 
 

5.  Kesimpulan 
  

Pada artikel ini, penulis mengkaji penyelesaian persamaan parabolik nonlinear ut = uxx + 

(u) + g(x, t) dan syarat awal u(x,0) = f(x) menggunakan metode iterasi variasi. Untuk 

menguji metode ini, selanjutnya diberikan dua contoh numerik. Berdasarkan contoh yang 

diberikan diperoleh bahwa metode iterasi variasi sukses menyelesaikan persamaan diferensial 

parabolik. Penyelesaian eksaknya diperoleh dengan mengambil iterasi tak hingga. 

Berdasarkan Gambar 1 dan 3 dapat dilhat bahwa penggunaan iterasi yang semakin banyak 

menghasilkan penyelesaian hampiran yang semakin mendekati penyelesaian eksaknya. Selain 

1.0E-21

4.0E-19

1.6E-16

6.4E-14

2.6E-11

1.0E-08

4.1E-06

1.6E-03

6.6E-01

e2 e4 e6 e8 e10 e12

t = 0,2
t = 1,0

  E2    E4      E6       E8          E10           E12 
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itu, untuk melihat kelajuan galat metode iterasi variasi, galat dihitung pada iterasi ke 2, 4, 6, 

8, 10 dan 12. Hasil komputasi menunjukkan bahwa semakin banyak iterasi yang digunakan, 

galat semakin mengecil secara logaritmik sebagaimana yang ditunjukkan pada Tabel 1 dan 2. 
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